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Obiettivo:

Inclusioni comportano concentrazioni di sforzo con la conseguente crisi tra
matrice e I'inclusione stessa. Gli approcei analitici per studiare questo problema
sono due:

1. Equazioni integrali basate sulla funzione di Green

2. Metodo dei potenziali complessi




1. Funzionedi Green eequazioni integrali

Le funzioni di Green definite u? (r) & chiamata tensore della funzione di Green
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consentono un approccio di tipo perturbativo al problema dell’inclusione in un

mezzo elastico. La soluzione viene decomposta come segue: w,e"
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I'equazione integrale per il campo degli spostamenti per un generico punto y

al di fuori dell’inclusione:
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2. Metodo dei potenziali complessi

Dalla funzione di Airy alle combinazioni fondamentali

per le tensioni
ViF(z.y) =0

f(2,%) = Re[z(2) + f 0(2)]

Forma dei potenziali complessi ©(z) e ©(2)
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Da cui é possibile ricavare la singola componente delle tensioni e degli
spostamenti:
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Traccia della soluzione: Dl
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1. Scelta dei potenziali complessi |
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2. Calcolo del campo degli sforzi e degli spostamenti in funzione dei potenziali
complessi scelti

3. Per trovare le costanti ay, by, cg, c1, dy, di e dy si pongono le condizioni

al contorno(c.c.) ovvero 4 c.c. sull'interfaccia e 3 c.c. all'infinito
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4. Trovate le costanti generali si hanno i 4 potenziali complessi incogniti
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5. Infine si ottiene il campo degli sforzi
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1. Primo caso limite: 1y — 0 si ha il problema dell'inclusione vuota ( Kirsch

(1898)). rf
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2. Secondo caso limite: 1y — oo si ha il problema dell'inclusione infinita-

mente rigida
Campo degli sforzi risulta dipendente da (_I
n2 e k2.

Fattore di concentrazione di sforzo= f (k) «—

\ ¢

(3—4v : ga0 piano di deformazione

3;\/ .per sao piano di tengone
| 1+v

[
N

K

Fattore di concentrazione 3+

di sforzo per v chevariatra-1e0.5
per stato piano di defor mazione.

Lacris tramatriceeinclusione 14+ _Gu(Rym/2)

s ha per | k Cg

r=a ;=0 1 172 0 N’xz
4

L Grr_(_'z:—i'!" CU

e ]
o+ G2




Inclusione di forma generica

1) Consente di passare dal dominio reale complesso ad uno plu semplice

p(=) = p(w(0)) = #(0) %%%¢7 @\2%2/
() = Y (@(0) = ¥(0) 2§?7%; // @Ud/%59

Condizioni al contorno negli spostamenti
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Trasformazione delle tensioni e degli spostamenti

i ) tpiu ( J
Y g I+zmy—z[g5+ ééf(owmm—ﬁwwwoﬂ

| 20 +iuz) = rp(¢) = S0~ (0




Trasformazione di un poligonoin un cerchio 1 & N 4
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Integrale di Schwarz-Christoffel R
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Una volta osservato che la somma degli angoli esterni di un poligono convesso
con j lati é uguale a a1 +a9+...4a, = n+2, ove n sono i vertici del poligono,
I'integrando si trasforma in:
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Applicazioni dell’integrale di Schwarz-Christoffel

4

Conformal function per il Rombo
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Conformal function per il Rombo

Infine per una approssimazione della serie con j = 15 termini si ottiene
un rombo con una buona approssimazione:
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Traccia della soluzione: I\
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ove le costanti reali valgono e; = —% e ey = x4

Le condizioni al contorno (c.c.) sugli spostamenti al contorno prendono la
forma seguente:
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{ p(¢) = Tw(C) + ¢*(C)
b(¢) = T'w(C) +4*(C)

A

ove p*(() e *(¢) sono funzioni olomorte dentro al cerchio di raggio unitario
contenuto nel piano infinito e hanno la forma 1

P*(Q) = T2 4 an¢m Ay

(O = T ¢ LA

(o) = % +T'R [e10 + e20?] + ¢*(0)
(o) = F;R + IV [e10 + r:-gr,rg] + 1* (o)

si noti che ¢1(o) e 1'1(0) sono olomorfe fuori del cerchio di raggio unitario.
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~sostituendo le ultime nelle condizioni al contorno si giunge a
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Integrando quest'ultima secondo Cauchy
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Se si confrontano le pari potenze a destra e sinistra dell’equazione precedente
si ottiene un sistema lineare

k ((1.1{: + fl-g(;'z - (f-3(_:3)—|—ﬁ (e2) (+2az (e2) = I'R (e2) L:'S—l—[l_‘ff? + I'Rep(1 + trg)] i

15



Se si confrontano le pari potenze a destra e sinistra dell’equazione precedente

si ottiene un sistema lineare
[ kay + e2ag = R + Tey(1+ )]
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con @] = aiq + a19¢ costante complessa. Si ricavano percio le costanti
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le quali permettono di scrivere
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ed infine giungere a
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e La differenza delle tensioni principali
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Confronto qualitativo tra risultati analitici e sperimentali
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Conclusioni

1. Sono state ottenute soluzioni analitiche per il problema di materiali con-
tententi inclusioni

2. Queste soluzioni impiegate nel caso di inclusioni infinitamente rigide hanno
consentito una validazione del modello teorico di inclusione rigida (rigidezza
infinita e perfetta adesione) dimostrando 1'effettivo sviluppo di campi sin-
golari in prossimita di cuspidi
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