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Capitolo 1

Introduzione

Oggigiorno elementi strutturali ad elevata prestazione sono realizzati me-
diante I'impiego di materiali compositi, ottenuti ad esempio introducendo
nella matrice una seconda fase soffice, al fine di diminuire il peso proprio,
oppure una seconda fase piu rigida, al fine di aumentare le caratteristiche
di rigidezza. Oltre al miglioramento di questi aspetti, la presenza di una
seconda fase pud comportare concentrazioni di sforzo nei campi meccanici e
la possibilita di perdita di adesione tra l'inclusione e la matrice.

Poiche la conoscenza dei campi di tensione e deformazione per questi
materiali ¢ di importanza fondamentale al fine di migliorare la progettazione
ingegneristica di componenti meccaniche e strutturali in cui son presenti
tali problematiche, in questa tesi si trattera mediante approccio analitico il
problema di un materiale elastico contenente un’inclusione elastica di forma
generica. Gli approcci analitici per studiare questo problema si distinguono
essenzialmente in due tipi: (i) Equazioni integrali basate sulla funzione di
Green e (ii) Metodo dei potenziali complessi. Il metodo impiegato in questa
tesi € il secondo poiché risulta essere il pitt agevole.

Anche se recentemente tali approcci analitici hanno avuto il sopravvento
con 'avvenire dei programmi ad elementi finiti, in particolari casi di geome-
trie (inclusioni con cuspidi) i campi meccanici, caratterizzati da singolarita,
difficilmente riescono ad essere predetti mediante simulazioni numeriche poi-
cheé quest’ultime richiederebbero un livello di dettaglio molto elevato. Per
questi motivi 'approccio analitico investigato risulta essere uno strumento
indispensabile per potere predire in maniera dettagliata e corretta i campi
meccanici all’interno di questi materiali.
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Figura 1.1: Confronto tra la differenza delle tensioni principali analitico e
sperimentale con v=0.48 in stato piano di deformazione



Capitolo 2

Problemi in elasticita piana e
funzione di Airy

Si definisce il vettore u(x) = {ug(x), uy(x), u;(x)} lo spostamento dalla con-
figurazione iniziale alla configurazione finale del generico punto x = {z,y, 2z}
appartenente al corpo continuo. Questa quantita cinematica é fondamentale
per costruire il tensore di deformazione infinitesimo e,

1 . .
eij = 5wy +uja), 4 j =y, (2.1)

Dal punto di vista statico si definisce la quantita tensore di sforzo o,
coniugata al tensore di deformazione e, che deve soddisfare le equazioni di
equilibrio

0ij,j + bl =0, i,j =x,Y, %, (22)
dove b rappresenta la forza di volume, e dalla quale é possibile il vettore
tensione t per la giacitura definita da una normale n come

t =on. (2.3)

La quantita statica o viene messa in relazione con la quantita cinematica e
mediante la definizione di un legame costitutivo. Nel seguito si limitera lo
studio al caso di materiali elastici lineari per i quali il legame costitutivo é
definito da

0ij = Bijnkene, 4,7 =2,y,2 (2.4)

ed in particolare al caso di un materiale isotropo per il quale il legame si
semplifica nella forma seguente,

oij = Atr(e)di; + 2pei;, G j=w,y,2 (2.5)
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oVVero
Opz = (A +20)ee + Meyy + €22)

Oyy = A+ 2u)€yy + M +€22)
Osy = ()\ + 2u)8zz + )\(Em + Eyy)
(2.6)

Ozy = 2UEgy

Ogz = 2Eg

Oyz = 2UEy,
dove A e p sono le costanti di Lamé.

Considerando che il materiale elastico sia definito positivo (3 4 2u > 0,
> 0), il legame puo essere invertito e descritto nella forma seguente

1

Exx = B (042 — V(oyy + 022)]
1

fw = E loyy — V(020 + 022)]
1

£ =% (022 — V(0ga + Oyy)]

(2.7)

o

=

P Ozz

xrz —

2p
o

cye =

dove E > 0 ¢ il modulo di Young mentre v € (—1,1/2) & il coefficiente di
Poisson, costanti elastiche che sono legate alle costanti di Lamé mediante

3A+2u A
E=—"yu, V= —— 2.8
At ! 2\ + 1) (28)
oppure mediante il legame inverso
E E
A= v §= (2.9)

1+v)(1—2v) 2(1+v)

Infine il legame diretto puo essere riscritto in funzione della parte sferica
e parte deviatorica della deformazione,

0ij = Ktr(e)dij + 2,udev(s)ij, i,j =T,Y,z (2.10)

6



dove si ¢ introdotto il modulo di comprimibilita K,

K:)\+§u (2.11)

2.1 Elasticita piana

2.1.1 Stato piano di deformazione

Si definisce stato piano di deformazione quando il vettore di spostamento ha
componente nulla fuori dal piano mentre le altri componenti sono funzione
della sola posizione nel piano,

% :Ui('f[?,y), (Z:CC,y), Uy :07 (212)
e pertanto le componenti di deformazioni non nulle sono quelle nel piano

Exx = Ug,x

Eyy = Uyy
(2.13)

1

€22 = Exz = Eyz =0

In condizioni di deformazione piana il legame costitutivo diretto si semplifica
. ( 02z = (A + 20)ezs + Aeyy

Oyy = (A4 21)eyy + Nege

Oz = Mega + €yy) (2.14)

Opy = 2UEqy

Opz =0y, =0
mentre il legame costitutivo inverso diventa
1

Cxw = = (2 — Uoyy)

1
Eyy = o (Oyy — VOsz) (2.15)
o



2.1.2 Stato piano di tensione

Si definisce stato piano di tensione quando il tensore di sforzo ha componente
nulla fuori dal piano mentre le altri componenti sono funzione della sola
posizione nel piano,

oij = 0ij(x,y), (i=2,9), or=0, (k=2,y,2). (2.16)
In condizioni di tensione piana il legame costitutivo diretto si semplifica in
Tue = A+ 20)ee + Aeyy
Oyy = (X +2p)eyy + Xsm
0.2 =0 (2.17)

Oy = 2UEqy

Ozz = Oyz =0

dove si é introdotta le costante di Lamé indebolita

~ 20\
\ = 2.18
A+ 20 ( )
mentre il legame costitutivo inverso diventa
1
Cxx = o) (Ope — VOyy)
1
‘wT g (oyy — VO2a)
5 (2.19)
£ =% (Ozz + Tyy)
o
ST

2.1.3 Formulazione del problema al contorno per gli stati
piani

Osservando il legame elastico inverso valido per le deformazioni nel piano

nei due casi di stato piano si nota come formalmente le equazioni risultino

le medesime. Per tale motivo é pertanto possibile considerare entrambi i
problemi con la stessa formulazione e ricordandosi che le costanti elastiche

8



FE e v siano da considerarsi nella loro versione irrigidita £ e ¥ quando si
considera lo stato piano di deformazione.
Riferendosi alle sole quantita nel piano,

am(:c,y% O-zy(xvy)’ O'yy(ﬁ,y),

(2.20)
Exx(xa y), Eacy(xa y)v Eyy(l', y),
la condizione di compatibilita di Bianchi,
Exzyy T Eyyur = 2Cay.ay (2.21)

assieme alle equazioni indefinite di equilibrio nel caso di forze di volume nulle,

b =0,
Oxza + Oxyy = 0
(2.22)
Ozya + Oyyy =0
ed al legame costitutivo inverso, porge alla condizione
V(e + 0yy) =0, (2.23)

dalla quale si nota che il campo tensionale in un problema piano con condi-
zioni al contorno nelle tensioni non dipende dalle costanti elastiche. Spesso
inoltre ci si riferisce al coefficiente x nel quale si condensa la distinzione nella
tipologia di stato piano

3 — 4v, deformazione piana

K= 3—v . : (2.24)
tensione plana
14+v

2.1.4 Funzione di Airy

Introducendo la funzione di Airy ¢(z,y), tale che siano soddisfatte automa-
ticamente le equazioni di equilibrio indefinito (2.22),

Ogx = ¢,yya Oyy = ¢,a:a:7 Oxy = _¢,xy7 (225)

la (2.23) diventa
Vio(z,y) =0, (2.26)

dalla quale si ha il requisito che la funzione di Airy deve essere biarmonica.
In coordinate cartesiane il bilaplaciano significa:

0? 0? 0? 0? ot ot ot
4 _ AN Y Y ML AL DY
v (8332 + 6y2> <8:C2 - 8y2> (8.%'4 - 0x20y? + 8y4> (2.27)

9



Considerando un sistema di coordinate polari (7, 9), il legame tra i due
sistemi di riferimento é:

x =rcost r=/r?+y?
& y (2.28)
y=rsind tand = =
x
e pertanto le seguenti regole di derivazione
0 U i
f(r,9) _ Cosﬁaf(r, V) sind 9f(r,9)
ox or r o (2.29)
of (r,9) *sinﬁaf(r’ﬁ) +cos¢98f(r,§) )
oy or r v
Nel sistema di riferimento polare il legame spostamento-deformazione
diventa
Err = Uryr
Up + Uy »
EYy = r
(2.30)
1 Upy — Uy
Ery = EYr = 5 U p + ———
,
€33 =€3r = €39 = €93 = ,3 =0
e le equazioni di equilibrio si scrivono,
+ —
g 4 T IO
(2.31)
2009 + 0999
Ord,r —— =0
r
mentre il legame costitutivo diretto diventa
Orp = ()\ + QM)ETT + Aegy
099 = Aepp + ()‘ + 2/‘)51919 (2'32)

Or9 = 2/Ery
e quello inverso

10



- (Urr - VJ1919)

Epp = E
1
€99 = 5 (=vorm + 0uy) (2.33)
ey — Ory
\ r 9

dove le costanti elastiche sono da considerarsi nella loro versione irrigidita
nel legame inverso se in condizioni di deformazione piana, mentre nella loro
versione indebolita nel legame diretto se in condizioni di tensione piana.

Il legame tra le tensioni nel sistema polare e la funzione di Airy F'(r,)

si esprime come

_LOF 1 0°F
I =5 or  r2 ov?
0’F

0 (10F
L = "o \r o9
dove l'equazione (2.26) continua a valere con il significato che

0?2 10 1 92 % 10 1 92
v4_ v - Y - Y v - Y - Y
a <(97“2 + ror + r2 8192> <8r2 + r Or + r2 8192) (2.35)

La generica funzione di Airy in coordinare polari soluzione dell’equazione
(2.26) ¢ definita dalla seguente soluzione (Boresi pag. 465)

11



F(T’, ﬁ) = A071 logr + A0727’2 + A073§ + A0757’2 IOgT + A0767’279+

00
1
+ § (An,lrn + An,2rn+2 + An,37 + An,4
n=2 r

1
+Aq1rdsind + <A1,27"3 + A1 3— 4+ Ay yrlog r) cos U+
r

1
+A; 50 cos ¥ + <A1’67“3 + Ay 7— + Ajgrlog r> sin 9+
r

— ) cos nd+
,

[ee]
1 1 .
+ 7;2 <An’5rn -+ An,ﬁ?"n""Q + Aniﬁ + An78 7"”2> sin nad

(2.36)
Relazioni tra le costanti elastiche

2 T—kp 3K3P +7u

K30 =X+ Zpu= =>0 = = 3D T

R L 3K3D + 1
(2.37)

21 KP4 2y
2D _ _ _

2.2 Lastra omogenea soggetta a tensione biassiale
costante all’infinito

Si consideri un sistema di riferimento cartesiano parallelo e ortogonale alle

direzioni principali di tensione all’infinito e con tensioni principali o35 e oo

vy

rispettivamente in direzione x e y. In questo sistema il tensore di tensione

all’infinito é:

dove

oo — | PTHa¥ 0
0 poo_qoo
poo_agg—#—agz qoo_agg; oy
2 2

12
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Figura 2.1: Lastra omogenea soggetta a tensione biassiale costante all’infinito

mentre nel sistema di riferimento polare, utilizzando le regole di trasfor-
magzione dei tensori, il tensore di tensione risulta:

o® — cos?  sind P> 4 ¢ 0 cos? —sind
N —sind  cos? 0 P> — g™ sind  cos?
_ P> + ¢ cos 29 —q>° sin 20
—q° sin 20 P> — ¢ cos 29

(2.40)

Essendo la lastra omogenea il campo risulta costante ovvero pari alle
quantita all’infinito:

o(x) =0 (2.41)

Mediante il legame costitutivo inverso si ottengono le componenti di
deformazioni in coordinate polari

13



A+ 2 A

Erp = ———— (P + ¢ cos20) — ———— (P> — ¢°° cos 20

4MA+M( ) 4MA+M( )
A+ 2u

eg9 = —————(p*° — ¢ cos 29) — ——— (P> + ¢°° cos 209
4MA+M( ) 4MA+M( )

1
Er9 = ——q° sin 20
20

(2.42)
da cui per integrazione:
P> q™° cos 29
T 3'19 = rrdr = ¥
ur(r,9) /5 r <2()\+M)+ 2 )r+f()
% gin 99 (2.43)
sin
R
dove f(¥) = g(r) = 0 per la definizione della deformazione tangenziale,
pertanto
P> q°° cos 29
up(r,9) = < > r
2 2
Ofu) ft (2.44)
q™° sin 29
ugy(r, ) = —————r
20

2.3 Lastra contenente un’inclusione circolare e sog-
getta a tensione biassiale costante all’infinito
2.3.1 Stato di tensione all’infinito costante

Le funzioni di Airy che caratterizzano gli stati all’interno dei differenti ma-
teriali assumono la forma

e Materiale 1 (inclusione circolare r < Ry);
1 1
Fi(r,9) = A1R?log r+Agr?+ <A3R% + Ayr? + A5Ri‘—2 + A6Rzr4> cos 29
T 1
(2.45)
e Materiale 2 (matrice r > Ry);
1 1
pbo;ﬁ)::zﬁfﬁlogr+fbr?+(zgfﬁ-+zar2+-B5R%24—36E?r4><ns2ﬁ
r

1
(2.46)

14
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Figura 2.2: Lastra omogenea contenente un’inclusione circolare e soggetta a
tensione biassiale costante all’infinito

I coefficienti A; e B; (i = 1, .., 8) si stabiliscono con le condizioni di continuita
e le condizioni all’infinito.

Affinché i campi siano non abbiano singolarita all’infinito o all’origine, a
priori si conclude che

A1 =A3=A5=Bg=0 (2.47)
Dalle condizioni all’infinito si fissano le due costanti:

By =— By=—"— (2.48)
La continuita all’interfaccia implica:
(oY (R, 9) = 0 (Ry, )
o1 (R1,9) = 013 (R1,0)

(2.49)
WD (R, 0) = ulP (R, 9)

ul (Ry, 9) = ulP (Ry, )

15



Si ottiene:

Ay — (A A+ p)A2+2p2)
2(Ag + p2) (A1 + p1 + p2)

pa (A2 + 2u2) s
A2(p1 + p2) + po(3p1 + p2)

Ag=-—

A =0

2.50
p2(A1 — Ao+ p1 — p2) o (2:50)

(A2 + p2) (A1 + p1 + p2)

1=

(1 — p2)(A2 + po) o

By = —
s Ao (p1 + po) + po(3p1 + M2)q

Be — (1 — p2) (A2 + p2) o
5= q
| 2(Xo (1 + p2) + p2(3p1 + p2))

Per I'inclusione, materiale (1), i campi risultano:

W9 ArF+p)(Ao+2u2) 2p1 (A2 + 2u2) cos 20

o (U) = P+ q
(A2 + p2) (A1 + p1 + p2) Ao(p1 + pe) + pa(3p1 + p2)

)

(

(e o]

(A + 1) (N2 + 2u2) b 2p1 (A2 + 2p2) cos 20 e
(A2 + p2) (A1 + g + p2) A2(p1 + p2) + pa(3p1 + p2)
_ 2111 ()\2 + 2/12) sin 219
Ao(p1 + po) + p2(3p1 + MQ)q

oM () =

o0

Ao+ 20 o (A2 + 2u2) cos 29

Ug'l) (’I”, 19) =

o

u1(91)(’l”, 19) _ ()\2 + 2,LL2) sin 29

L Aoy + po) + pe(3p1 + p2) 1
(2.51)

dove si puo osservare che le tensioni non sono influenzate dalla coordinata
radiale, mentre nella matrice, materiale (2), i campi risultano:

16
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(2) po(A1 — A2 + p1 — pi2) R%] o0
Orr 7'719 =1+ — +
(r:9) { O+ i) Ot + i1 + 1) 72 |7

N [ (= ) (A2 4 pe) (3331 3 4R?>] 4% cos 20
Ao(p1 + p2) + p2(3pr + p2) \ rt 72

o o 2
@), ) = [1_ pa(A1 — Ao + 1 — p2) Rl] oy

g
o (A2 + p2) (N + pq + p2) 72
_ 4
_ [1 o (pa =)Ao+ o) 3}11} 4% cos 20
Ao(pn + p2) + po(3pa + p2) 7

Q

2 4
@9y = — |1 (11— p2) (A2 + p2) (231 B 3R1>] % gin 29
o (r:7) [ A2 (1 + p2) + po(3p1 4 p2) \ 72 )

_ _ 2
w(ﬂz)(T, V) = 5 ! |:T — M=t Ho By

(A2 + p2) MAp+pe
L{ o 2(m =) (A +2me)  RE
2412 Ao(p1 + p2) + p2(3p1 + p2) 7

|+

_l’_

(11 — p2) (A2 + p2) Ril}qoo 08 20
Ao (p1 + p2) + po(3pr + p2) %“3
u1(92) (r,9) = [7 r Ri(p — po)

S
2u2  Ao(p1 + p2) + p2(3p1 + p2)

1A R}
X (r + 22:;2 T;)}qoo sin 2¢

(2.52)

Si osserva che nel caso in cui g1 = p2 e Ay = A9, e similmente se Ry — 0,

la soluzione ottenuta restituisce la soluzione del caso lastra omogenea. Inoltre

nel caso di (p1,A1) — 0 si ha la soluzione per il foro (Kirsch) mentre per
(1, A1) — oo si ha la soluzione per il nucleo rigido.

Foro circolare (soluzione di Kirsch) Per (u;, A1) — 0 l'inclusione di-
venta un vuoto. Si hanno i campi ottenuti da Kirsch (1898) validi per i punti
per cui r > Ry :

17



- R\ | 3R} 4R}
orr(r,9) =p (1_7”2> +4q <1+?”4_7“2>

2 4
ogy(r,9) = p> (1 + R21> —q~ (1 + 35}) cos 21
r r

2R? 3R}
opg(r,0) = —¢*° <1 + —21 - 41> sin 24
r r

00 by R2 00
UT(Taﬁ):Q(p)<T'+ 2+M21)+q <7’+

M2 r %

4

q us 2R? R .
uy(r,¥) = —— <r+ " +M271 + 731 sin 24

Per i campi si verificano le condizioni al contorno:

Urr(Rhﬁ) = Urﬁ(Rlvﬁ) =0

18

A2 + p2

Ao+ 2p9 QR%

r

Ry

3

(2.53)

(2.54)

) cos 20



Inclusione circolare rigida Per (u1,A1) — oo l'inclusione diventa un
nucleo rigido. Si hanno i campi validi per i punti per cui r > Ry:

(2.55)
Si nota come ora anche i campi tensionali siano influenzati dalle costanti
elastiche, questo accade poiche le condizioni per r = R; sono definite sugli
spostamenti.
Per i campi si verificano le condizioni al contorno:

ur(Rl,ﬁ) = Uﬁ(Rl, 19) =0 (2.56)

Considerando oy = 0 le tensioni radiali e circonferenziali massime /minime

all'interfaccia, r = Ry, si sviluppano per ¥ = {0;7/2} e valgono

orr(R1,0) k(14 5k)

Uﬂﬂ(Rl, 0) _ 20’;% 1+ 5k (2 57)
orr(R1,7/2) 32+ 2k — 1) k(k—3) '
o99(R1,7/2) kK—3

Il fattore di concentrazione di sforzi in questo caso dipende dalle carat-
teristiche del materiale, v, e si riporta in Fig. 2.3 per il caso di deformazione
piana. Infine in Fig. 2.4 si riporta il grafico a curve di livello della differenza
di tensioni principali nel piano ottenuto dalla soluzione analitica nel caso
di deformazione piana considerando v = 0.48 e il confronto con la stessa
quantita rilevata con indagine fotoelastica.
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Figura 2.3: Intensificazione dello sforzo in prossimita dell’inclusione rigida per ¥ =
{0;7/2} nel caso di deformazione piana al variare del coefficiente di Poisson, v
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Figura 2.4: Differenza di tensioni principali. Confronto tra indagine sperimentale
fotoelastica e soluzione analitica nel caso di deformazione piana considerando v = 0.48

2.4 Singolarita tensionale in presenza di vuoti o
inclusioni rigide a cuspide

Riferendosi ad un sistema di coordinate polari (r,) centrato al vertice di
una inclusione a cuspide (fig. 2.5), si puod considerare la seguente espansione
della funzione di Airy

F(r,9) =17[A; cosy9+ Ag sin v + Ag cos(y — 2)0 4 Agsin(y —2)9], (2.58)

dove v e A; (j=1,2,3,4) sono costanti reali che si ottengono imponendo le
condizioni al contorno e le condizioni di simmetria.
I campi tensionali e di spostamento si possono ottenere da F(r,J) per
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Figura 2.5: Sistemi di riferimento utilizzati nell’analisi dei campi asintotici in presenza
di inclusioni a cuspide

diretta derivazione e risultano

Uy

Uy

099

-1
2p
—Asz(k+1—7)cos(y —2)0 — As(k + 1 — ) sin(y — 2)9],

[A17 cos vy + Ay sin o

r7—1
[A17sinyd — Agy cosyv
L

+Az(k — 1+ ) sin(y —2)9 — Ag(k — 1 4 7) cos(y — 2)9],
—(y = D)r""2[A1y cos y9 + Aoy sinyv)

+A3(y — 4) cos(y — 2)0 + As(y — 4) sin(y — 2)],

(7 — 1)r772[ A1 cos vV + Asg sin vV

+ Az cos(y — 2)Y + Ay sin(y — 2)9],

(7 — 1)r7"2[Ayysin y9 — Agy cosyd

+A3(y = 2)sin(y — 2)0 — As(y — 2) cos(y — 2)],
(2.59)
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11 campo di spostamenti u(r,¥) puo essere descritto in componenti carte-
siane (z,y) tramite le relazioni inverse che legano i due sistemi di riferimento,

Ug (1,9) = up(1r,19) cos ) — uy(r, 1) sin 9,
(2.60)
Uy (1,9) = up(r,9) sin ¥ 4 uy(r, ¥) cos v,

e si ottiene

v—1
ug(r,9) = r2lu, {=A17(cos ¥ cos v + sin ¥ sin y1J)

— Aoy (cos ¥ sin vy — sin ¥ cos 1)

+A3[(k+ 1 —)cosdcos(y — 2)v
—(k — 1+ 7)sindsin(y — 2)9]
+Ay[(k+ 1 —7)cosdsin(y — 2)9

+(k — 1+ 7)sind cos(y — 2)I|},
(2.61)
rr—1
uy(r,v) = o {=A1v(sin ¥ cos v — cos ¥ sin y1})

—Ag7y(cos ¥ cos ¥V + sin ¥ sin 1)

+A3[(k+ 1 —)sind cos(y — 2)0
+(k — 1+ ) cos¥sin(y — 2)V]
+A4[(k+ 1 —7)sindsin(y — 2)9

—(k — 14+ 7) cosvcos(y — 2)I]}.

2.4.1 Singolarita ammissibili

Si definiscono singolarita ammissibili quelle che soddisfano il criterio per
cui l'energia di deformazione in una piccola regione nell’intorno del punto
singolare svanisce quando la regione tende a zero.
Considerando una singolarita tensionale, e quindi anche di deformazione, di
ordine

o~e~TTT2

(2.62)

)
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escludendo forze concentrate, in un problema piano, I'energia di deformazio-
ne per una regione circolare attorno al punto singolare é del tipo

2T pr r
U :/ / gijeijrdrdd = C’/ 23 dr, (2.63)
o Jo 0

dove C' ¢ una costante che dipende dalle costanti elastiche e dalle variazioni
angolari dei campi.
La singolarita ¢ definita ammissibile se

lim U = 0, (2.64)
r—0
e pertanto, se e solo se
2y—-2>0 = v > 1. (2.65)

2.4.2 Condizioni di simmetria

In caso di simmetria geometrica, la simmetria nelle condizioni di carico
all’infinito implica delle condizioni di simmetria nel campo di spostamenti:

e Modo I (fig. 2.6)
Ug (1, 9) = uy(r, —19), Uy (1,9) = —uy(r, —19); (2.66)
Queste condizioni di simmetria definiscono che

Ay = Ay =0 (2.67)

e Modo IT (fig. 2.7)
Ug (1, 9) = —uy(r, —19), Uy (1, 0) = uy(r, —0). (2.68)
Queste condizioni di simmetria definiscono che

Al =A3=0 (2.69)

2.4.3 Condizioni al contorno e singolarita possibili

La presenza di un vuoto o di una inclusione rigida in una matrice elastica
definisce all'interfaccia (¥ = +«) delle condizioni al contorno.
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u(x,yy)
L /
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u(x,-7)

Figura 2.6: Condizioni di simmetria dovute dalla simmetria di Modo I del carico
all’infinito

yﬂ
u(x,y)
Yt 1
IY >
u(X,<y) E *
_y_ ,,,,,,,,,,,

Figura 2.7: Condizioni di simmetria dovute dalla simmetria di Modo II del carico
all’infinito

Caso vuoto. Nel caso di un vuoto le condizioni al contorno sono espresse
in termini di tensione

oy (r, £a) =0, ogy(r, £a) =0, (2.70)
Queste condizioni al contorno implicano il seguente sistema omogeneo
[ Apysin(ay) + As(y — 2) sin(a(y - 2)) =0
Ayycos(ay) + Azycos(a(y —2)) =0

(2.71)
Aoy cos(ay) + Ag(y — 2) cos(a(y —2)) =0

Aoysin(ay) + Agysin(a(y —2)) =0
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che nel caso di simmetria Modo I ha soluzioni non banali per Ay, A3 quando
(v —1)sin(2a) + sin(2a(y — 1)) =0 (2.72)

mentre nel caso di simmetria Modo II ha soluzioni non banali per Ao, Ay
quando
(v —1)sin(2a) — sin(2a(y — 1)) =0 (2.73)

Le equazioni (2.72)-(2.73) indicano la singolarita possibile in condizioni di
simmetria di carico e la loro soluzione é riportata in Fig. 2.8, sinistra.

Caso rigido. Nel caso di inclusione rigida le condizioni al contorno sono
espresse in termini di spostamenti

ur(r, £a) =0, uy(r, £a) =0, (2.74)
Queste condizioni al contorno implicano il seguente sistema omogeneo
( Ayycos(ay) — Asz(k+ 1 —7)cos(a(y—2)) =0
Arysin(ay) + As(k — 1+ ) sin(a(y —2)) =0

(2.75)
Agysin(ay) — Ag(k + 1 —7)sin(a(y—2)) =0

Aoy cos(ay) + Aa(k — 1+ ) cos(a(y—2)) =0

che nel caso di simmetria Modo I ha soluzioni non banali per Ay, As
quando
(v —1)sin(2a) — ksin(2a(y —1)) =0 (2.76)

mentre nel caso di simmetria Modo II ha soluzioni non banali per Ao, Ay
quando
(v —1)sin(2a) + ksin(2a(y — 1)) =0 (2.77)

Le equazioni (2.76)-(2.77) indicano la singolarita possibile in condizioni di
simmetria di carico e la loro soluzione ¢ riportata in Fig. 2.8, destra. Si
osserva come per entrambi i modi di carico la singolarita sia dipendente
dal rapporto di Poissono, v, ed inoltre che la singolarita piu forte é quella
associata al Modo I1I, differentemente da quanto accade nel caso del vuoto. In
particolare, per matrici vicine all’incomprimibilita il Modo I introduce una
singolarita trascurabile per o < 37/4. Infine si riportano le mappe di livello
della differenza nelle tensioni principali ottenuta mediante i campi asintotici
in Fig. 2.9.
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CUSPIDE VUOTA CUSPIDE RIGIDA

(deformazione piana)
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Figura 2.8: Singolarita emergenti all’estremita di cuspidi vuote (sinistra) e rigide (destra,
in condizioni di deformazione piana) al variare dell’angolo che definisce I'apertura della
cuspide « e delle simmetrie di carico, Modo I o Modo II

MODO I MODO 1I

o=7n/12

117/12

o=

Figura 2.9: Mappa di livello della differenza nelle tensioni principali in prossimita del
vertice dell’inclusione a cuspide originata per condizioni di carico Modo I (sinistra) e Modo
II (destra) per a = {7;11} /12 in condizioni di deformazione piana e v = 0.45.
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Capitolo 3

Funzioni di Green e equazioni
integrali

Si considera un corpo piano infinito soggetto a un sistema statico di forze e
si fissa un sistema di riferimento cartesiano orientato parallelamente agli assi
principali di stress. Si immagina che il sistema di forze sia costituito da una
singola forza concentrata applicata nel punto x = 0 del corpo. Si esprime la
forza concentrata come

dove d(x) ¢ la funzione delta di Dirac in due dimensioni e x descrive il
generico punto materiale.

Si fa riferimento al caso di elasticita comprimibile e isotropa, per la quale
le equazioni di equilibrio piti generali sono:

]Eijkl U + fJ(S(X) =0 (3.2)

dove E ¢ il tensore elastico, mentre uy; ¢ il gradiente del campo di spo-
stamento ed é anche I'incognita del problema. Riscrivendo quest’ultimo in
funzione di due potenziali (uno scalare ¢ e uno vettoriale A)

u=Vep+VxA (3.3)
¢ possibile riscrivere il set di equazioni dato dalla (3.2) come
A+ 2u)VA(Ve)i + uVA(V x A); + fi =0 (3.4)

espressione valida per la componente i-esima, in cui A e p sono le costanti
di Lameé. Dal confronto con ’equazione che governa il problema dell’elettro-
statica, ovvero

Vir| = —87d(r) (3.5)
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si ottengono i valori dei potenziali ¢ e A che mostrano 'analogia tra le (3.4)
e (3.5). Ponendo unitaria I'intensita della forza agente e una volta trovati
¢ e A, ¢ possibile esplicitare la (3.3) e ottenere in questo modo la soluzione
per il campo di spostamento:

1 Atp O
85q;Vr — —
RS + 24 0z 401

ud(r) (3.6)

:%

dove r rappresenta la distanza tra il punto di applicazione della forza con-
centrata x e il punto di osservazione y. Si pud notare che vale la seguente
relazione di simmetria:

uf(r) = ul (r) (3.7)

La soluzione u? (r) & chiamata tensore della funzione di Green per gli spo-

stamenti elastici; esso fornisce la risposta in un punto y in direzione g di
un corpo infinito soggetto a una forza unitaria concentrata applicata in un
punto x in direzione j.

3.1 Problema dell’inclusione

Le funzioni di Green definite nel paragrafo precedente consentono di utilizza-
re un approccio di tipo perturbativo al problema dell’inclusione in un mezzo
elastico. Si considera una regione piana D costituita da un mezzo infinito
e omogeneo contenente un’inclusione di superficie Di, e contorno 0D;,. Sia
ug(y) il campo degli spostamenti di un punto nella sua posizione originale
y & Di,. Sia 0 = E™e™ la tensione assegnata sul contorno esterno della
matrice (le quantita relative alla matrice sono indicate con l'apice m); tale
campo é in equilibrio e si assume & costante.

La soluzione viene decomposta come segue:

o=0"+o" (3.8a)
e=¢e*+¢b (3.8b)
u=u>+u’ (3.8¢)

dove 'apice P indica l'effetto della perturbazione indotta dalla reazione del-
I'inclusione sulla matrice. La soluzione deve rispettare 1’equilibrio, ovvero
o ha divergenza nulla.

Si applica ora una forza concentrata nel punto y e si determina il campo
degli spostamenti u9 che ne deriva. Le equazioni indefinite di equilibrio sono
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Figura 3.1: A sinistra, un mezzo infinito D contenente un’inclusione di superficie Di,
(illustrata in grigio); si applica una forza a un punto y che sta al di fuori dell’inclusione.
A destra ¢ illustrato il dominio di integrazione Dgyy; la singolarita in y & racchiusa in un
disco Cj di raggio /3 e contorno Lg.

le seguenti:

O‘ij’j =0 (3.9&)
o} ;i +0g50(y —x) =0 (3.9b)

Si immagina ora che la singolaritd nel punto y sia racchiusa in un disco
Cjs centrato in y, con raggio 8 e contorno Lg. Si definisce il dominio della
matrice Dgy come:

Dowt = R?* — Dy, — Cp (3.10)

il cui contorno 9Dy, ¢ dato da:
O0Dout = 0D;, + LB + O0Dexternal (3.11)
Sulla regione Dyt e sul suo relativo contorno appena definiti & possi-

bile applicare l'identita di Betti, sia sul campo perturbato che sul campo
all’infinito:

/Dout [U%7j(y — x)uf(x) — UZ‘J (x)uf(y — x)} dSx =0 (3.12a)
/Dout |8,/ = 20u®(x) = 075 (x)uf (v = x) | dSx = 0 (3.12D)

dove la virgola indica la derivata rispetto a x. Tenendo conto che o9, o¥

e o™ sono legati ai rispettivi gradienti di spostamento mediante il tensore
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elastico E™ € Sym,! si ottiene:
/ (ofuj —opud )njdly = 0 (3.13a)
8Dout
/ (ofuf® — ofpud)njdlx = 0 (3.13b)
8Dout

rispettivamente per le integrazioni fatte per il campo perturbato e quello
all'infinito. Dalla decomposizione (3.11) e tenendo conto che uf ~ Inr, si
ottengono:

li 9 u¥n;dly = 3.14

/BII% L 05U njdlx = ug (3.14a)
lim ol uwn;dly =0 3.14b
BIHO Lg Z]ul i ( )

I campi w9, uf, 9, o¥ devono decadere all'infinito, quindi i contributi

dell'integrazione sul contorno 0Deyxternal Sono nulli. Sottraendo le (3.13b)
e (3.14b) alla (3.13a) si ottiene l'equazione integrale per il campo degli
spostamenti per un generico punto y al di fuori dell’inclusione:

ug(y) = ug”(y) + /E)D. [(UZ-P]- + Uff)uf — (uf + ufo)aigj} n;dlx (3.15)

1Questo perché si sta al di fuori dell’inclusione.
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Capitolo 4

Metodo deil potenziali
complessi

4.1 Introduzione

I metodi analitici relativi alla teoria delle funzioni di variabile complessa sono
stati introdotti per la prima volta nella formulazione della teoria dell’elastici-
ta piana dal matematico russo G.V. Kolosov nel 1909 [13|. Tale formulazione
¢ stata poi ripresa ed estesa dal suo connazionale N.I. Muskhelishvili [4]. La
teoria dei numeri complessi fornisce uno strumento molto potente per la riso-
luzione di problemi di elasticita piana, tale metodo é basato sulla riduzione
del problema elastico dei valori al contorno dal dominio reale al dominio
complesso.

4.2 Numeri complessi e loro rappresentazione geo-
metrica

La variabile complessa z ¢ definita da due variabili reali z e y nella forma
[10]
z=x+1y (4.1)

ove i =/—1 & l'unita immaginaria, = ¢ la parte reale di z, cio¢ z = Re(z),
mentre y & la parte immaginaria di z, y = I'm(z). Questa definizione puo
essere espressa in forma polare dall’eq (4.2) usando la formula di Eulero
e = (cos @ + isin).

2 =re? =r(cosf +isinf), (4.2)

31



Figura 4.1: Piano Complesso

dove 7 = /22 + y? rappresenta il modulo di z e § = arctan(¥) ne ¢ l'ar-
gomento. Queste definizioni possono essere visualizzate nel piano complesso
come mostrato nella Fig. 4.2 dove la variabile z puo essere interpretata come
un punto nel piano complesso e i termini r e # hanno un ovvio significato
grafico. La variabile complessa ¢ composta da una parte reale ed una imma-
ginaria, le quali sono descrivibili come un vettore a due componenti x e y;
tale rappresentazione viene spesso usata nelle applicazioni di elasticita piana
[10]. E’ utile definire il complesso coniugato della variabile z

Z=1x—iy=re ¥ =r(cosh —isin6h) (4.3)

In seguito sono elencate alcune proprieta fondamentali dei numeri com-
plessi coniugati [10]:

e [l coniugato della somma ¢ la somma dei coniugati

z+w=zZ+w (4.4)

e Il coniugato del prodotto ¢ il prodotto dei coniugati

g
S
I
Y
gl
—
i
ot
SN—

e Il coniugato della divisione ¢ la divisione dei coniugati
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22 (4.6)
e Il coniugato della potenza é la potenza del coniugato
2= (Z)" (4.7)
e Il quadrato del modulo del numero complesso vale
2> = 2% (4.8)
e Il coniugato del coniugato restituisce la variabile di partenza
zZ=1z (4.9)
e L’inverso del numero complesso vale
1= ‘ZZP (4.10)
da cui, per la (4.1), si ottiene
— m (4.11)

4.3 Potenziali complessi per domini semplicemente
connessi
4.3.1 Derivate formali di Cauchy

Sia © C R? il dominio semplicemente connesso occupato dal corpo, riferito
ad un sistema di coordinate cartesiane ortogonali Oxy. Si consideri una
funzione a valori complessi [5]
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F(:r:,y) =f1($,y)+if2(l‘,y) (412)

ove fi(z,y) e fa(x,y) sono funzioni reali definite in 2, ivi continue con
derivate parziali prime continue. Dall’equazione (4.1) e (4.3) si puo ottenere

Z+z

(4.13)

(4.14)

ed inoltre, qualora si derivino le (4.1) e (4.3), si ottiene

0z __
5o =1
o .
i
.

o =1

0z _ .

5 = —b
Dalle equazioni (4.13) e (4.14) si puo scrivere la funzione F(z,y) come una

funzione f(z,z) delle variabili complesse

F(z,y) = flz(2,2),y(2,2)] = f(2,2). (4.15)
Le derivate parziali prime di F' si possono calcolare come
or of Of
9r 0z "oz (4.16)
oF  [of Of
— == - = 4.1
Oy ! [&z 62} (4.17)
tramite forma operatoriale
0 0 0
9% 95 + 7 (4.18)
0 0 0
—~ == 4.1
ay [az az] (4.19)



Moltiplicando entrambi i termini della (4.19) per il fattore—i si ottiene

0 o 0 0 0 0
' [8y] ' [82 82]( )= 5 [8z+28y} (420)
da cui, attraverso la (4.18) e sostituendo % = (% + i%) nell’equazione, si
giunge alla prima derivata formale di Cauchy:
of 1 [8]0 Of ]

=—|=—i= 4.21
0z 2 |0x Z@y (421)
Agendo allo stesso modo ¢ facile ricavare la seconda derivata formale di
Cauchy:

of 1 [af af] , (4.22)

9z 2 |ax oy

Di conseguenza le precedenti equazioni possono essere poste nella forma ope-

ratoriale come operatori differenziali e le equazioni (4.18), (4.19), (4.23) e
(4.24) prendono il nome di derivate formali di Cauchy:

o 1[0 0]

Z = | —i 4.23

0z 2|0z Zay_ ( )

o 1[0 0]
% = 5 _%_aniy_ (424)

4.3.2 Dalla funzione di Airy alle combinazioni fondamentali
per le tensioni

Si rammenta quanto gia introdotto in precedenza a proposito della funzione
di Airy:

N*A(z,y) =0, (4.25)
dove
9?2 H?
_ 2 _
A =V"= [6:62 + 8y2] (4.26)

é 'operatore Laplaciano nel piano. Se si considera la funzione di Airy espres-
sa in regione delle variabili complesse z e Z, attraverso le (4.18) e (4.19) si
puo scrivere
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5?2 o 91 8 o o2

==t =| ==+ = +2—— 4.2

92 [8,2 * 82] 02 " o2 020z (4.27)
0 o a1 ”? P 0>
S R e ) D 4.2
0y? [az 82] 022 072 * 020z (4.28)

cosicché la somma delle precedenti equazioni da come risultato:
”? o a] 0>

Di conseguenza l’equazione (4.25), considerando A(z,y) trasformata in f(z, %),
diventa

9 7°
4 ,z) =0, 4.30
5| 1G22 (4.30)
0 equivalentemente
84
Infine 'equazione precedente pud essere riscritta in maniera pitt compatta
come:
0% [0%f
— |=5| =0 4.32
07> [822] (4.32)

. . 2 .
cosi da notare che il termine % [%} non pud che essere una costante a(z)

, che integrata una prima volta porta a
0% f B
022

Con un’ulteriore integrazione si arriva a

a(z)0z = a(2)z + b(2). (4.33)

f(2,2) = Re[zp(2) + x(2)] = Re[f] (4.34)

in cui i due potenziali complessi ¢(z) e x(z) sono legati alla funzione di Airy
mediante ’equazione (4.34)

o) = // a)d2 o y() = // b(2)dz2. (4.35)
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Da notare che la parte reale della funzione f(z,%Z) = Zp(2) + x(z) si trova
mediante ’equazione (4.13)

f= f’;‘f (4.36)
7(2,2) = 20(2) + x(2) = 20(2) + x(2) (4.37)

quindi si ottiene la parte reale della funzione delle tensioni di Airy tenendo
conto che p(z) = () e x(2) = x(Z) perché p(z) = by + byz + baz? + ... e
x(2) = ag + a1z + azz® + ... sono funzioni polinomiali e quindi il coniugato
della funzione ¢ in realta il coniugato della variabile.

o _ 2p(2) + x(2) + 29(2) + x(2)
f(Z, Z) - 92

La derivata seconda di quest’ultima equazione rispetto a z permette di
ottenere

(4.38)

*f(2,7) _ 7¢"(2) + X" (2)
= 4.39
02?2 2 (4.39)
ove ¢(z) e x(z) si definiscono potenziali complessi o funzioni analitiche.
Inoltre si considera

(z) =X'(2) (4.40)

Dalle equazioni che definiscono le tensioni in relazione alla funzione di
Airy, sommando 0, € 0y si trova [5]

0?A  9°A
Ozz + Oyy = @ + 67,1;2 (441)
la quale, tramite l'equazione (4.29), puo essere riscritta come
0?f(2,z
Opg +Oyy =4 f(z,7) (4.42)

020%Z
con la sostituzione della funzione di Airy complessa f(z,z) = Re [Zp(2) + x(2)]
nell’equazione sovrascritta si ottiene

0%f(z,%)

5285 = 4Re [¢'(2)] (4.43)

Opz +0Oyy =4

e di conseguenza
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Oyy — Oz + 2iTey = 2 [2¢" (2) + X" (2)] (4.44)

Con lausilio dell’equazione (4.40) si ha

Oyy — Opg + 20Tyy = 2 [Ecp”(z) + 1//(2} ). (4.45)

Infine si ottiene la terza relazione in termini di spostamenti

2p(ur + iug) = rep(2) — 2¢/(2) = (2). (4.46)

In conclusione si hanno le relazioni

Ozz + Oyy = 4Re [¢'(2)]
Oyy — Oz + 2075y = 2[2¢" (2) + ¢/ (2)] (4.47)

2p(ur + iug) = kp(2) — 2¢'(2) — ¥(2)
dove u = G = 2(17% ¢ il modulo di elasticita tangenziale con F il modu-
lo elastico, v € [—1, fracl2] ¢ il coefficiente di Poisson. In condizioni di
deformazione piana si ricorda che vale

= =3—-4vr>1 4.48
A - ( )
ove
v
A\ =
1—2v

Mentre in condizioni di tensione piana si ha

oAt _3-v (4.49)
A4 u 1+v
ove
- 2uv
A:
1—v

Mediante semplici passaggi algebrici si ricavano le componenti delle ten-
sioni in coordinate cartesiane:

oz = Re [2()0I(z) - 590”(2) - W
oy = Re[20/(2) + 7¢(2) +0/(2)] (4.50)
Tay = Im [29"(2) + ¢'(2)]
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e in coordinate polari:

Orr + 099 = 4Re [(10/(2)]
099 — Opr + 2i09 = 227 [20"(2) + ¢/ (2)] (4.51)

20y + itg) = €% [rip(2) — 27 (2) — 0(2)]

da cui ¢ possibile ricavare ogni componente come

Omr = Re[2¢/(2) — €2 (79" (2) +/(2))]

o9o = Re [26/(2) + (2 (2) + ¥/(2))]

oo = Im [V (20" (2) + ¢'(2)))] (4.52)
wr = g Re [ (np(2) - 20/ (2) - ¥(2))]

wg = g lm e (p(2) — 27 (2) - U(2))]

~— —

4.3.3 Forma dei potenziali complessi ¢(z) e (z2)

Dalla teoria delle funzioni analitiche é noto che in una regione semplicemente
connessa e in un intervallo finito o infinito i potenziali complessi p(z) e
1 (z) possono essere rappresentati per mezzo di funzioni analitiche (funzioni
olomorfe) costituite da somme di serie di potenze [4]:

o(z) = Z ez 4 Z anz" + ag (4.53)
n=1 n=1

$(z) =Y dnz "+ > buz" + bo (4.54)
n=1 n=1

ove Gy, by, ¢, d, sono costanti complesse da determinare con le condizioni al
contorno, invece ag, by sono costanti complesse che non influiscono il campo
delle tensioni.

4.4 Applicazioni

4.4.1 Problema della lastra infinita

Si abbia una lastra bidimensionale infinitamente estesa e caricata al bordi

con un carico assiale o7z, o uniformemente distribuito lungo z e y rispetti-

vamente. Inoltre si consideri un carico uniformemente distribuito all’infinito

0gy in direzione tangenziale, come mostrato nella figura 4.2.
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Figura 4.2: Lastra infinita

I potenziali complessi incogniti ¢(z) e ¥(z) assumono la forma seguente

o(z) = Z anz" + ag (4.55)
n=1

$(z) = bz" + b (4.56)
n=1

in cui si € posto ¢, = d, = 0 Vn per ovviare a singolaritd che possono
nascere quando z tende a zero e di conseguenza lo stress tende all’infinito,
annullando i termini con le potenze negative. Si considereranno i potenziali
complessi prendendo solo i primi 2 termini della serie di potenze. Si nota che
le costanti complesse a, € by, con n > 0 devono essere identicamente nulle,
affinché all’infinito i potenziali complessi non assumano valori illimitati e
quindi fisicamente impossibili:

¢(2) = ap + a1z (4.57)

ﬂ)(z) =by+ b1z (4.58)

Si noti che le costanti ag, by, a1 e by sono costanti complesse quindi sono
espresse nella forma complessa:
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ap = ag1 + iap2
a1 = a1 + a2
bo = bo1 + b2
b1 = b1y + ib12
Usando le equazioni (4.50), (4.1) e (4.3) si ottiene
orr = 2a11 — b1 cos(26) + by sin(26)

ogo = 2a11 + b1 COS(29) — b1o SIH(QG) (459)
orp = b12 cos(26) + b1y sin(26)
da cui si nota che le costanti ag e by non influiscono sul campo delle tensioni.
Le condizioni al contorno all’infinito della lastra sono descritte in seguito

o o.p(x— 00,0 —0) =0

o opp(z — 000 = 5) =0y

e org(x — 00,0 = 0) = 03y

dalle quali segue

2a11 — b1y =03
2a11 + b11 = 0'52 (4.60)
big = o3y

Risolvendo il sistema precedente si ottengono le costanti

oo} o0
0’3?$ +Uyy

a1l =

a12:0

oo oo
—Ozz +Uyy

b1 = 5

o0

b12 = Uzy

OVVero
. o2 +ot°
a1 = ai1 +1ia12 = {7“4 yy}

oo

o 4.61
by = biy + ibiz = [7‘%2 ] +io%S (o0
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Di conseguenza i potenziali complessi diventano

p(z) = [Ug?” Z 052} z (4.62)
Y(z) = [Uﬁ - UEZ” il Qiagﬂ (4.63)

da cui segue che il campo degli sforzi vale

e p— [0£+05§/} — [70;2;05?’] cos(20) + o3y sin(20)

2

® ogg = [Uﬁgaﬁ} + {_Uﬁ;gﬁ} cos(20) — o3y sin(26)

e 0.9 = 0gy cos(20) + [%} sin(26)

Una semplice verifica delle condizioni al contorno testimonia la bonta dell’a-
nalisi effettuata:

e Per r — 0o e 8 — 0 ottengo

opr(1,0) =050

opg(r,0) = oy

00
Yy

0’99(7’,9) =0
e Per r — oo e § — 3 ottengo

orr(r,0) = 0y,

ogo(r,0) = 055
ogo(r,0) = —0ogy
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Figura 4.3: Inclusione elastica circolare

4.4.2 Problema dell’inclusione elastica circolare
Si consideri una lastra bidimensionale infinitamente estesa con inclusione

elastica di forma circolare centrata nell’origine rispetto alla matrice e caricata

all'infinito con un carico assiale oy, oy uniformemente distribuito lungo z

e y rispettivamente, come mostrato nella figura4.3.
I potenziali complessi incogniti possono essere espressi in serie di potenze:

e Inclusione - materiale 1 (r < a):

p1(2) = a1z (4.64)

P1(2) = b1z (4.65)

e Matrice - materiale 2 (r > a):

p2(2) = coz + % (4.66)
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d d
Wo(2) = doz + ?1 + Z% (4.67)

Per l'inclusione il campo delle tensioni in coordinate polari, usando 1’equa-
zioni (4.52), é:

orr1 = 2a1 — by cos(26) (4.68)
opo1 = 2a; + by cos(20) (4.69)
Org1 = bl Sin(29) (470)

mentre il campo delle deformazioni diviene

~ r(a1 — ayk1 + by cos(20))
Uprl = 2,[1,1 (471)

bir cosfsin 6
ugy = ——— "7 (4.72)
M1
Per quanto concerne la matrice, il campo delle tensioni in coordinate polari
vale:

d 3ds cos(20 4cq cos(260
Orra = 2C0 + T—; — dp cos(20) + 2 r4( ) - r2( ) (4.73)
d 3d 20
Ogp2 = 2¢c0 — r—; + dp cos(26) — 2(3:5() (4.74)
in(2 4e¢q sin(2
013 = do sin(20) + 22 S:Z( b) _da S:;( ) (4.75)

mentre il campo delle deformazioni é:
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—dyr? + co(—1 + ra)rd + (=da + c1 (1 + ro)rt — dor*) cos(20)
213 g

Ur2 =

(4.76)

((—=dg +r%(c1 — 12 + dor?)) cos O sin @
s

Al fine di ricavare le costanti a1, b1, cg, c1, dg, d1 e do si pongono le condizioni

al contorno sull’interfaccia (4 c.c.) all’infinito (2 c.c.)

gy — (4.77)

L Urr1|r:a = Urr2’r:a

® 091lr=a = 0ro2|r=a
° ’U/r1|q":a = Ur2|r:a
® Ugilr=a = Up2|r=a
° O'rr1|r:oo,9:0 = Opy
® Orrilr=oop=1 = 05y

Risolvendo il sistema si ricava la soluzione generale per le costanti:

o oo Ot 4o
= At (—1+r1)p2)
o b — _“1(1+52)(U§§—05§;)
1= 2(kop1+u2)
2
.o = _a*(p—pe)(ogg—ogy)
2(kop1+u2)
o dy= OEIE
e d = a?((k2—1)p1+pa—r1p2) (055 +05)
1= 2(2u1+(k1—1)uz)
o db— _a4(u1—u2)(0§?f‘7§§)
2 2(kop1+p2)

Quindi i potenziali complessi per l'inclusione elastica assumono la forma

w1 (I+we) (o5 +ogs)
L @1(2) = 4(2u1+(71+n1)/?j§)
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[ p(l+k2) (025 —055)
b wl(z) = |-= 2(n§u1+u2) “ :|

mentre gli stessi per la matrice sono

_ [oxtogs a?(p1—p2) (058 —059)] 1
i 902(2) - _f} = [ 2(kopu1+p2) z

_ [—ostayy a?((ke=Dpr1tpz—kip2)(ogstog) ] 1 [a*(m—n2)(0g5—055)] 1
o Ya(z) = 2 } ZJF{ 2(2p1+(k1—1)p2) z 2(k2p1+p2) 23

Le costanti trovate in precedenza permettono di trovare i potenziali complessi
incogniti i quali permettono di ricavare il campo degli sforzi e il campo degli
spostamenti. In seguito sono presentati alcuni casi particolari della soluzione
soluzione generale per il caso dell’inclusione elastica.

Attraverso lo stesso metodo é possibile risolvere i problemi di lastra con
foro circolare o inclusione rigida circolare, soggetta a trazione o compressione
bidirezionale, ottenendo risultati equipollenti a quelli ottenuti e mostrati
attraverso la funzione di Airy.

4.4.2.1 Confronto qualitativo tra risultati analitici e sperimentali
per l’inclusione infinitamente rigida di forma circolare

Il risultato analitico ricavato con il metodo dei potenziali complessi permette
il calcolo del campo degli sforzi dagli quali si possono ottenere le tensioni
principali massima e minima ed il deviatore.

e Tensione principale massima

Opp + 0 1
or = MT% + 5\/(UW —099)> + 402, (4.78)

e Tensione principale minima

Orr + O, 1
o1 = T% -3 (0rr — 06)° + 402, (4.79)

e La differenza delle tensioni principali

or— o = \/(Urr — agg)” + 402, (4.80)
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Si plotta il deviatore e si ottiene grafico mostrato in Figurad.4 che va
confrontato con la soluzione sperimentale ottenutasi dal fotoelasticita. Si
nota dalle curve di livello che al contrario del problema di Kirsch quando
r — a e 0 — 5 addirittura il materiale nell'intorno dell’inclusione si scarica
opp(r,0) = —0.06702. Invece per 7 — a e § — 0 si ha che o.,(r,0) =
1.4670%5. Si conclude quindi che la crisi nel materiale avviene proprio per
r —aef — 0, come si puod facilmente evincere dalle curve di livello date in
Figurad.4.

XX

8
trttrteteetareteeasesse
AR R 22 Y

a

[

Figura 4.4: Soluzione analitica e sperimentale per 'inclusione infinitamente
rigida di forma circolare con v = 0.48
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Capitolo 5

Tecnica della trasformazione
conforme

Il metodo delle trasformazioni conformi é particolarmente utile poiché per-
mette di dedurre la soluzione di un problema al contorno in un dominio R
dalla soluzione del corrispondente problema in un altro dominio D¢ (dominio
immagine di forma pit semplice e liscia).[11]

La teoria delle funzioni conformi ¢ una delle pitt antiche sottobranche
dell’analisi matematica ed é a tutt’oggi oggetto di intensa ricerca. Un suo
risultato-chiave ¢ il Teorema della Mappa di Riemann (1851)[15]: due do-
mini semplicemente connessi propriamente contenuti nel piano possono es-
sere mappati uno nell’altro da una mappa conforme come mostrato nel-
la figura (5.1). La regione D, ¢ mappata sulla regione D, mediante la
funzione¢ = f(z).

Y z=0(C) d
L~
’ Cz i(Z)/ ‘
4
X
0 0 S
piano-z piano-G

Figura 5.1: Conformal mapping
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5.1 Definizione

Una funzione z = w(() della variabile complessa { puo essere interpretata
come una trasformazione dal piano fisico z = = + iy al piano conforme
¢ = £+ in. La corrispondenza generata dalla funzione z = w((), fra il
dominio D, del piano complesso z ed il dominio D, del piano complesso ¢ si
dice trasformazione conforme se soddisfa le seguenti proprieta|6]:

1. w(¢) ¢ biunivoca e continua,
2. w(¢) conserva gli angoli.

In particolare, se gli angoli conservano oltre al valore anche il segno, la tra-
sformazione conforme si dice di prima specie. Mentre, se la corrisponden-
za ¢ tale da conservare il valore degli angoli, ma di invertire il segno, la
trasformazione si dice conforme di seconda specie. Inoltre vale il seguente
teorema:

Se z = w(C) € una corrispondenza biunivoca e continua fra D, e D¢, ed
¢ analitica in D¢ con w'(¢) # O¥¢ € D¢, allora w(¢) é una trasformazione
conforme di prima specie.

Nel risolvere in pratica un problema di trasformazione conforme di un
assegnato dominio D, in un assegnato dominio D¢, il procedimento che si
segue ¢ quello di verificare che la funzione w((¢) trasformi il contorno C', del
dominio D, nel contorno C¢ del dominio D¢. Vale infatti il principio di
corrispondenza dei contorni:

Sia w({) una funzione analitica nel dominio D¢ di contorno C¢ continua
in D¢, con w'(¢) # 0 Y¢ € D¢-ovvero all’interno del contorno. Se w(()
trasforma biunivocamente il contorno C, nel contorno C¢ del dominio Dy,
allora w(C) trasforma biunivocamente il dominio D, nel dominio Dy.

Molti problemi di elasticita piana fanno affidamento su soluzioni relative
al cerchio unitario, quindi si utilizzano principalmente le trasformazioni con-
formi di una regione R del piano z in un cerchio unitario nel piano ¢, come
illustrato nella figura (5.2).

5.2 Formulazione delle trasformazioni conformi

Per stabilire le relazioni di trasformazione appropriate, si parte da funzioni
di mappatura generale w(¢) e f(z). Definendo una relazione generale tra due
variabili complesse z e (:

z=w(() ¢=[(z) (5.1)
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Y z=0(0) &
L T~
A c
4 =f(z ¢
Cz \C_y
X
(0] (0] §
piano-z piano-§

Figura 5.2: Trasformazioni conformi di una regione qualsiasi nel piano z nel
cerchio unitario nel piano (.

ove le w(¢) e f(¢) sono funzioni olomorfe e quindi le derivate sono date da:

dz  dw(C)

= u/(0), (5.2)
da cui segue

dz = w'(¢)dC. (5.3)

A questo punto i potenziali complessi devono essere trasformati in funzioni
di ¢ attraverso le relazioni:

p(2) = p(w(()) = ¢(¢), (5.4)

¥(z) = ¥(w(()) = ¥(C), (5.5)

e, utilizzando la regola della catena per derivazione d‘gf) = d‘fliod% =
dfl—(co% =¢'(¢) w/(dgc)dg’ si ottiene:

¢ =, (5:5)

o =58, (5.7
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5.2.1 Trasformazione delle tensioni e degli spostamenti

Dal seguente sistema di equazioni che sancisce le relazione tra le varie com-
ponenti di tensione e tra le componenti di spostamento

o+ oy = ARe | 53] =2 | 5§ + 28]
Ty = O+ 20y =2 [ 54 + S5 (100 = (0 (0))
20(uy + ius) = k() — Lo ( )—W

(5.8)
si possono ricavare semplicemente le componenti singole delle tensioni in
coordinate cartesiane come:

0o = Re [ 258 + L8 1 20 (010w (0) -

(
oy = Re |28 — £ - 20 ((Qw'(0) -
"(©)

Oy = I [588 + 250 (5(Qw(Q) = ¢ (O (€))]

mentre in coordinate polari la (5.8) diviene

Orr + 099 = Ogz + Oyy

99 — Opy + 2009 = [Oyy — Ope + 2iaxy]

C

¢

2p(uy + tuy) = [2p(ur + Zu2)]

5.2.2 Trasformazione delle condizioni al contorno

Le condizioni al contorno valide sul contorno L vanno trasportate sul con-
torno v, e.g. 5.16. [7]

5.2.2.1 Condizioni al contorno nelle tensioni

(5.11)

ove



{ f = filo) +ifa(0) =i [j, (Xn + i¥n)ds (5.12)

F=fi(o) —if2(0) =i [} (Xn—iYn)ds

Ove f = fi(o)+if2(0) é una funzione definita su o; questa funzione puo
essere assunta nota. Invece X, e Y,, sono delle componenti note del vettore
delle tensioni esterne che agiscono sul lato di una superficie con la normale
uscenten. Inoltre t = w(o), t rappresenta dei punti sul contorno L nel piano
z e o rappresenta dei punti sul contorno ~ nel piano (.

=0
Le condizioni al contorno per il contorno scarico sono '}; 0 , da
cui si ottiene
#(0) + 201() + ¥(0) = 0 513
2(0) + 2 pi(0) + (o) =0

5.2.2.2 Condizioni al contorno negli spostamenti

k(o) — Z559'(0) =

2
ol , (5.14)

K/SD(O-) - w/(g‘)

ove

(5.15)

Ove g = g1(0) + ig2(0) sono dei valori al contorno delle componenti di
spostamento u e v riferite al sistema di riferimento Ox, Oy. Le condizione al
contorno qualora si avessero spostamenti imposti nulli sul contorno, ovvero

=0
{ z 0 (come avviene per l'inclusione rigida). Quindi si ottiene
g =
k(o) = 28 p(0) — §(0) = 0 510
k(o) — 2 i(0) = (o) =0
con Kk = :1)’_7_—5 parametro che definisce il materiale per lo stato piano di sforzo

e k = 3 — 4v per lo stato piano di deformazione.
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5.2.3 I potenziali complessi in forma generale

Si assume che le componenti di tensione siano limitate nel dominio infinito
ed assumendo che o35, opf e 02y siano i loro valori finiti all'infinito[6], si
ottiene nel piano z

o(z) = — [WF—H@)] logz + Tz + ¢1(2)

a (5.17)
U(2) = |5t | log 2 + T2 + 9 (2)
mentre nel piano ¢, sapendo che z = w(()
o(¢) = — {ﬁ} logw(() +Tw(() + ¢1(¢) (5.18)

W(0) = | st | o8 w(Q) + T'w(C) + 11 ()

ove F' e I sono le risultanti delle forze esterne agenti, nel nostro caso nulle,
da cui si ricava

{ #(¢) = Tw(¢) + ¢1(¢) (5.19)

¥(¢) = Tw(() +¢1(¢)

ove p1(¢) e ¥1(¢) sono olomorfe nella regione considerata. Le costanti I' , T’
sono invece numeri complessi e valgono

I'=DB+:iC
{ e (5.20)
con
B— oZatoyy
B = —0’;3-{-0’5?3
o (5.21)
- 1+k
C' = oy

dove Q°°¢ il valore assunto dalla rotazione all’infinito, il quale, nel caso di
) b

geometrie simmetriche caricate simmetricamente risulta ad essere nullo, da

cul

703(;+Uyy + ZO'OO

{ T = Re|[] = 2o
2 Yy

o o 4 (5.22)
ed infine
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?(¢) = | 77| w(Q) + p1(0)
—0gatoyy

, 5.23
(0 = [T tio% | w(¢) + 41 (Q) o

ove w(() ¢ la funzione di trasformazione conforme che puo essere calcolata
con vari metodi, ad esempio per un’inclusione di forma poligonale convessa
¢ possibile utilizzare 'integrale di Schwarz-Christoffel, mentre ¢1(¢) e ¥1(()
si calcolano utilizzando le proprieta degli integrali di Cauchy [2].

5.3 Integrale di Schwarz-Christoffel

Secondo il teorema di mappatura di Riemann, esiste una mappa conforme
che trasforma il disco unitario in qualsiasi regione semplicemente connessa
planare; tuttavia, trovare una mappa per una determinata regione €& gene-
ralmente difficile. La Schwarz-Christoffel integral formula é conosciuta fin
dagli anni 1860, ma ha avuto un uso relativamente modesto fino ad oggi
[3]. Un importante caso particolare in cui si utilizza tale formula ¢ quando
la regione di interesse & poligonale. In questo caso, la formula integrale di
Schwarz-Christoffel & scritta come:

¢ n
z=w(() = c/ (t — ai)aiflg + ko (5.24)
-

=1

ove il poligono ha n vertici, ¢ = Re" e ky sono delle costanti complesse,
azq, ..., sono costanti reali che indicano la frazione di 7 dell’angolo esterno
del poligono e i numeri a1, ..., a, sono le pre-immagini dei vertici del poligono,
o prevertici, che si trovano in ordine sul cerchio unitario. Inoltre con ¢ si
indicano i punti individuali fuori dal cerchio, |[t| > 1. La rappresentazione
espressa dalla funzione di Schwarz-Christoffel (5.24) da una trasformazione
conforme continua del contorno, ad eccezione dei vertici a, ..., a, in cui la
funzione w’(¢) si annulla, e la conformita é discontinua in tali punti, per cui
é riscrivibile come

¢
z=w(() = c/(t—cu)o‘11 (t—ag)*t- (t—ag)o‘rl--'(t—an)anflg—i—ko.
1 (5.25)
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Figura 5.3: Schwarz-Christoffel conformal mapping

Una volta osservato che la somma degli angoli esterni di un poligono convesso
con j lati é uguale a a1 +ao+...+a, = n+2, ove n sono i vertici del poligono,
Iintegrando si trasforma in:

a2

t

as

¢
s=w(Q) =c =)ty a- By 0= Sk,
1

(5.26)
Dato che |a,| =1 e |t| > 1, l'integrando in formula (5.26) si pud espandere
in una serie nella regione del punto infinitamente remoto ed in seguito a
integrazione si ottiene:

2 =w(C) = ef¢—[(a1 — D)ai + (a2 — )as + ...+ (an — 1)an] 1ng+%+z%+...}
(5.27)

ove le costanti reali e; vanno calcolate risolvendo l'integrale di Schwarz-
Christoffel. Sinoti che 'integrale di Schwarz-Christoffel fornisce una trasfor-
mazione conforme che trasforma la regione infinita con inclusione di forma
qualsiasi poligonale in una regione infinita con una inclusione circolare di
raggio unitario, come mostrato in figura (5.3).

5.3.1 Applicazioni dell’integrale di Schwarz-Christoffel
5.3.1.1 Conformal function per il Rombo

Si considera un rombo con proprieta di simmetria rispetto agli due assi prin-
cipali dalla Figura (5.4). I valori di a,, a;, nel piano ¢ si ottengono mediante
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Figura 5.4: La posizione degli A,, a,, a, nel piano z e ¢ per conformal
function per il rombo

semplici considerazioni geometriche: si noti infatti, grazie alla simmetria,
che a1 = a3 e as = a4y ed inoltre valgono le seguenti relazioni

a; =€ = ¢z
ag =1e® =0 =1
2 ; (5.28)

az = le® = ¢’

ay = 1€ = '™

5
aq 3
4
Qg = 3
2 (5.29)
a3 = 3
4
QY 3

La trasformazione conforme per il rombo & mostrata nella figura seguente

Risolvendo l'integrale di Schwarz-Christoffel con i coefficienti a,, oy, €
troncando al serie a diversi termini in base alla precisione desiderata nella
mappatura si ottengono le funzioni che mappano il cerchio di raggio unitario
dal piano ¢ nel rombo del piano z. In seguito si ricavano le mapping functions
wp(€) con ordine crescente degli j (numero di termini considerati della serie):

w1(<)=€—§+ﬁ

_ 1 16 1 16
wa(¢) = ¢ — 3¢ + 243¢3 ~ 1215¢5 + 45927¢7
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Figura 5.5: Rombo con approssimazione crescente fino a 5 termini

74 07 7l 400
4782969¢9 ' 473513931C1T

_ 1 2
w3(C) = ¢ — 3¢ + 700 + 350505 + 33437

Infine per una approssimazione della serie con j = 15 termini si ottiene

un rombo con una buona approssimazione:

wi5(C) =
1, 9 wr 71 400 28
C = 5¢ + 73063 T 36a5c5 T d73343¢7 — 175206009 T 17351393117 T T9683¢T3 T
L G3b0ssise” 6105588 '33%50h804 ' 5e7od0dlds
T70715894135¢T5  1600434040050CT7 1 7625507484087CT | T441237924662543C71
105460017540 " 701294940096340
%5 1 109418989131512359200%5

+ 1899350582680 +

127858393030777029¢23 50031545098999707
480069313223548 + 22413704243116739 4ot

25 30527897967691948219311¢2° o

%_352572298312650935229
+ 4386481018291340495587541401600
706378395771159167527561661576305779235179¢°9
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Figura 5.6: Rombo con approssimazione crescente fino a 9 termini

5.3.1.2 Conformal function per il rettangolo

Si considera un rettangolo con simmetria rispetto ai due assi principali come
dalla figura 5.8. I valori di ay, oy in piano ( si ottengono tramite semplici
considerazioni geometriche e anche in questo caso risulta a; = az e as = a4y
grazie alla doppia simmetria.

a; = 1ek7ri
— (2—k)mi
ag = €
ag = e(Tk)mi (5.30)

ay = e(1=Fk)mi

ove k = ﬁ%ﬁg rappresenta il rapporto tra i lati del rettangolo dalla Figura

5.8. Nel caso in cui k > % allora il rettangolo apparirebbe come mostrato
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Figura 5.7: Rombo con approssimazione di 15 termini

Q” f; f(z)

piano-z | : piano-C

Figura 5.8: La posizione degli A,,, a,, a, in piano z e ¢

in Figura 5.8, ovvero con i lati lunghi paralleli ad Oy, mentre se k& < i i
lati lunghi divengono paralleli all’asse Ox; il valore k = % corrisponde al
quadrato.

Se k = ¢ si ottiene un rettangolo con i lati lunghi (A1A44 = 6A1A2)

paralleli a Oz, ed i coefficienti valgono

a] = E%i
(4 )i
a9 = €
T (5.31)
a3 = €'6
ay = e's)
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Figura 5.9: Rettangolo con approssimazione crescente fino a 3 termini

Qg

DO DL NI N

(5.32)

Risolvendo l'integrale di Schwarz-Christoffel con i coefficienti sovra indicati
an, o € troncando al serie a diversi termini si ottiene le funzione che mappa
il cerchio di raggio unitario dal piano ¢ nel rombo nel piano z. In seguito si
trovano le conformal functions wy,(¢) con ordine crescente degli n (numero

di termini considerati della serie):

WZ(C) =(+ 2¢ 645(3

1
28672C7

_ 1 19 1
w3(C) = C+ 5¢ — 958 ~ o065 —

5.3.1.3 Conformal function per il quadrato

Come gia rammentato in precedenza nel caso in cui si abbia k =

un quadrato ed i coefficienti diventano

™
a; — e4
(Z
ag = e 4
(é
a3:€4
(§
as = e 4

D
—

T 4915289 T

720896¢ 11

si ottiene

(5.33)



T j (4
\\_,,,,:;\\ ) L, \\,J

\ L.

10 05 05 10 ‘
02
I _

Figura 5.11: Conformal mapping del quadrato

@2 = (5.34)
a3 =

BOICO DI DI NI

Yy =

Risolvendo l'integrale di Schwarz-Christoffel con i coefficienti sovra indicati
an, 0y € troncando al serie a diversi termini si ottiene le funzione che mappa
il cerchio di raggio unitario dal piano ¢ nel rombo nel piano z. In seguito si

trovano le conformal functions wy(¢) con ordine crescente degli n (numero
di termini considerati della serie):

wi(Q)=¢~ pe

_ 7 1
w2 (C) = ¢ — 96¢% — 28672(7

— 11 1 1
w3(¢) = ¢ — 96¢3 T 1096c7 — 720896017
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Figura 5.12: Quadrato con approssimazione crescente fino a 3 termini

we(¢) =
[ L NI W I 3257 4 17101 194481
96¢3 T 4096¢7  720896¢11  4026531840¢ 15

163208757248¢19 ~ 25288767438848(23

5.3.2 Calcolo del raggio di curvatura negli angoli di un poli-
gono

Data la conformal function w(¢) la si puo trasformare in forma parametrica
sostituendo ¢ = €? nelle equazioni (5.35)

v = Re [w(0)]
{ y = Im ()] (539)

La curvatura, grazie alla formula di Frenet-Serret si esprime come

l‘/y” _ y/x//
3
(x/2 + y/2)§

Kk = Abs

(5.36)
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Figura 5.13: Quadrato con approssimazione crescente fino a 6 termini
da cui € possibile ottenere il raggio di curvatura

— (5.37)

5.3.3 Integrali di Cauchy

I problemi al contorno della teoria delle funzioni analitiche, ai quali posso-
no essere ricondotti i problemi dell’elasticita piana, sono risolti con ’ausilio
dell’integrale di Cauchy e delle sue varie generalizzazioni. Si richiamano di
seguito alcuni risultati dedotti dalla teoria delle funzioni analitiche facendo
riferimento al dominio circolare |¢| < 11 quali sono utili per le successive ap-
plicazioni. Al fine di non appesantire la scrittura i seguenti teoremi verranno
enunciati senza dimostrazione, per la quale si rimanda a testi di comprovata
validita.
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Figura 5.14: Dominio circolare nel piano complesso

Se si indica con D : {(,|¢| < 1} il dominio circolare nel piano complesso
¢, di contorno (o), e con D™ : {¢, || > 1} il dominio complementare (5.14).
Si definiscono, considerando la figura 5.14

° Agl classe delle funzioni analitiche in D e continue su 7.

° Agz classe delle funzioni analitiche in D~ e continue su ~.

Valgono quindi i seguenti teoremil6]:
Teorema 1 : Se f(() € AY) allora

D+
L [ flo) _J f(©O, (¢eD"
Teorema 2 : Se f(¢) € Ag}r allora
1 S0 [ o). ceDt 59)
2mi Jyo=C | floo) = f((), (€ D™ '

Gli integrali che compaiono nelle equazioni (5.38) e (5.39) vengono chiamati
in letteratura integrali di Cauchy. I precedenti teoremi possono essere este-
si al caso generale in cui le funzioni di variabile complesse ammettano nei
rispettivi domini di definizione dei poli. A questo proposito si ricorda che
nell’intorno di un polo (g, di ordine ny, una funzione f(¢) ammette uno svi-
luppo in serie costituito dalla somma di una parte regolare(analitica in i ) e
di una parte singolare (non analitica in (; ). Quest’ultima é chiamata anche
parte principale di f(¢) in (j e si puo indicare con
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ng

Qn,
= S — 5.40
ove gli a, sono coefficienti in generale complessi. Nel caso in cui la f(()
ammette all’infinito un polo di ordine [, la sua parte principale ha la forma
seguente

n=1

1
9oo($) =D AnC” (5.41)
n=0

Consideriamo allora le seguenti definizioni:

° Ag}r (C,iv , nk) classe delle funzioni analitiche in D tranne che negli N
poli (i, di ordine ny, continue su ~.

° Agz ((,iv s My ool) classe delle funzioni analitiche in D~ tranne che ne-
gli N poli all’infinito {, di ordine ny, e all’infinito, polo di ordine I,
continue su 7.

Per tali classi di funzioni, valgono i seguenti teoremi
Teorema 3 : Se f(¢) € Agl (¢, ny,) allora

wilo—C | =¥, a(0), CeD-

Teorema 4 : Se f(¢) € Agz (C,iv,nk,ool) allora

1 ?gf(O) {f(()—Zivzlgk(Ov (e Dt (5.42)

R OGN B NGRS WHET (SRS ol 3
i bat {gﬁo+ziwmo—ﬂo«eD (543)
Teorema 5 : formula speciale per il cerchio [4]
L [ flo) _Ja=f=0), (eD*
2“70_(_{ N cep (5.44)

Teorema 6 : Se f(¢) € Agl allora e n & un numero intero si ha

1 do 0 n>0
= ’ 4
2mi J5, o™(o — () { (5:45)
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Figura 5.15: Conformal mapping dell’ellisse

5.4 Applicazioni

5.5 Inclusione ellittica

Il conformal function che trasforma un piano infinito con I'inclusione ellittica
in un piano infinito con l'inclusione circolare di raggio unitario é dato da

s =w(Q) = RC+2) (5.46)

ove R e m sono due parametri geometrici e hanno seguente espressione
analitica

a-+b
r= 2

_a—b

m_a+b

Obiettivo é trovare i potenziali complessi incogniti ¢(¢) e ¥ () nel piano
¢ mediante le condizioni al contorno, le quali verranno integrate secondo
Cauchy sul contorno « nel piano . Una volta trovati i potenziali complessi
si potra trovare il campo degli spostamenti.

5.5.1 Inclusione rigida ellittica

Se si considera un piano infinito con 'inclusione ellittica rigida, le condizioni
al contorno sugli spostamenti prendono la forma seguente:
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Figura 5.16: Conformal mapping dell’ellisse

k(o) = U251(0) — ¥(0) = 0
P (5.47)
k(o) — £ o1(0) = (o) =0

mentre se si valuta il conformal function della Figura 5.15 sul contorno o =

e'? del cerchio di raggio unitario si ottiene

w(o) = R(o+ =)

da cui si calcolano le seguenti grandezze

Inoltre dalle equazioni generali per i potenziali complessi si trova

{ () = Tw(C) +¢*(¢) (5.48)
$(C) =T'w(C) + ¢*(¢)

ove ¢*(¢) e ¥*(¢) sono funzioni olomorfe fuori dal cerchio di raggio unitario

contenuto nel piano infinito e hanno la forma

o0

o Q) = Yo an

B0 = o, bk
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Sostituendo w(o) = R(o + ) nelle equazioni generali per i potenziali
complessi si ottiene

{ #(0) =T [R(o + )] +¢"(0) (5.49)

W(o) =T" [R(o + )] + ¢*(0)

ed in seguito, se si sostituiscono le funzioni olomorfe dentro e fuori il cerchio
unitario si ha

¢(0) =TRo+TRZ + ¢*(0) (5.50)
Y(0) =T"Ro + I'R™ + ¢*(0) '
da cui
{ (o) =TRo+¢l(oc) (5.51)
(o) =T'Ro +l(o)

si noti che ¢1(0) e ¥1(o) sono olomorfe fuori del cerchio di raggio unitario.
Inoltre si possono calcolare seguenti grandezze

¢(0) = F +¢1(0)

S

o ¥(0) =LE +y1(0)

o Y'(0) =TR+¢'l(0)

e pl(c) =TR+ ¢'1(0)

e sostituendo queste ultime nelle c.c. si giunge all’equazione

/

m + o? ) [FR—I—(,OT@')] _I'R

(1 —ma?

—P1(0) =0 (5.52)

kT'Ro + kpl(o) —

g

la quale integrata secondo Cauchy porta

1 m + o? ———~1 I'R ——] do

(5.53)
e, risolvendo ciascuno dei termini integrali secondo i teoremi di Cauchy
considerando eventuali poli nel dominio, si ottiene

69



1 § — TI'R ——] d
kpl(C) = —2m,§1§ [kFRU - m [FR + 90’1(0)} e wl(a)] - jé
! (5.54)
da cui
1 2 - d
kel(¢) = —kTRC + meﬁ [(m [FR + ¢'1(U)H ~ 7 (5.55)
vy
ed infine
R
vl(Q) = —k—C [mf +T }
da cui si ricava
p(() =TR(— RC [mI +1"]. (5.56)

Seguendo lo stesso procedimento visto in precedenza, con la seconda condi-
zione al contorno si ha

ko ¢(1+me?) (1+m¢*)R 1

P1(¢) =TR {

ed infine

2 1 2 R
»(¢) =T'R¢C +TR [’Z - W] + (mI +1") (;”_14”3134 (5.58)

Ricordando le definizioni

= oZztogy
{ I = ﬂ ~ (5.59)

28 + 48+ 2 (@ (O (O — O (0)]
o = Re [25}2%) w/§§ S0 @ OWQ - O ()] (5.60)
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5.5.1.1 Confronto qualitativo tra risultato analitico e numerico

Il risultato analitico ricavato con il metodo della trasformazione conforme
permette il calcolo del campo degli sforzi dai quali si possono ottenere le
tensioni principali massima e minima e la componente deviatorica delle
tensioni.

e Tensione principale massima

Ozz + O 1
or = % + 5\/(0m —oyy) + 403, (5.61)

e Tensione principale minima

Ozz + 0 1
orr = % - 5\/(09”; — o)+ 402, (5.62)

e La differenza delle tensioni principali

01— 011 = /(020 — 0yy)? + 402, (5.63)

Per quanto riguarda invece il risultato numerico, esso € stato ottenuto
con il programma ad elementi finiti Comsol multiphysics 4.2a. Come si pud
evincere dalla Figura 5.17 i due risultati sono pressoché coincidenti.

5.6 Inclusione infinitamente rigida sottile

La soluzione ottenuta per l'inclusione ellittica rigida pud essere utilizzata
per ricavare la soluzione per I'inclusione sottile rigida (quando m = 1) come

segue
@(z):0§§;+0§;j_(/@+1)a§§+(n—3)a§§ - z
4 8K} \/ZQ — l2 ’
2% — o
U(z) =% 5 = +iog+

(k+1)ogs + (k= 3)oyy
8k

z 23
14+k—(24k) TQ—ZQ—F (22—l2)3]'
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Figura 5.17: Confronto qualitativo tra soluzione analitica (sinistra) e
numerica (destra) del deviatore degli stress con v = 0.29

Nella Figura 5.18 si illustra il confronto tra la soluzione analitica e spe-
rimentale per l'inclusione infinitamente rigida sottile.

5.7 Inclusione quadrata

Si considera un piano infinito contenente 'inclusione rigida di forma qua-
drata; il conformal function approssimato prendendo i primi due termini del
polinomio che trasforma il quadrato in un disco di raggio unitario, come
mostrato nella Figura 5.11 &

w()=R (% - e1g3>

ove el & una costante reale che vale el = —%.
Graficamente si ottiene

5.7.1 Inclusione rigida quadrata

Le condizioni al contorno (c.c.) sugli spostamenti al contorno assumono la
forma seguente:

; (5.65)




x [mm]

0 75 15 225 30 37.5
0.7 [ T {I ! 407
06 - 1 * Experimental data 106

05 - — Fullfield solution L 05

Asymptotic solution

Ao [MPa]

Figura 5.18: Differenza dei stress principali lungo l'asse dell’inclusione
sottile rigida, la singolarita predetta dal modello elastico lineare coglie
il comportamento osservato sperimentalmente mediante la tecnica della

fotoelasticita.

se si valuta il conformal function della Figura 5.15 sul contorno o = e del

cerchio di raggio unitario si ottiene

w(o)=R (l + 610’3)
g
con

w(o) =R (0 +e1s)

W'(o) =R (—Z + 3e10?)

w'(0) =R (—0?+ 3610—12)

da cui si calcolano le seguenti grandezze

w(o) _ oteiod
W'(o)  3ei—ot’
wlo) _ _ _eito?
w'(o) = o0-—3e10°"

Inoltre dalle equazioni in forma generale dei potenziali complessi si trova
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Figura 5.19: Quadrato approssimato ottenuto con primi 2 termini del
polinomio

{ () = Tw(C) +¢*(¢) (5.66)

¥(¢) = Tw(C) +¢*(¢)

ove ¢*(¢) e ¥*(¢) sono funzioni olomorfe fuori dal cerchio di raggio unitario
contenuto nel piano infinito e hanno la forma

QO*(C) = Z;.Lozl anCn7
P(Q) = 2oz B¢

Sostituendow(c) = R (1 + e10®) nelle equazioni in forma generale dei
potenziali complessi si ottiene

{ A A B (5.67)

P(o)=T" [R (% + 6103)] +¢*(0)

da cui, considerando le funzioni olomorfe dentro e fuori del cerchio unitario

p(0) = "B 4 TR 0% + ¢*(0)
{ P(o) = FiTR +I"Reyo® + *(0) (5.68)
ed infine
(p(g) =Lk + (,01(0)
’ ? 5.69
{@”(U):Twl(a) (5.69)

si noti che pi(0) e ¥1(0) sono olomorfe dentro al cerchio di raggio unitario.
Inoltre si calcolano seguenti grandezze
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e 9(0) =TRo+ ¢1(0)

e (o) =T"Ro + (o)

o ¢'(0) =~ +¢i(0)

e /(o) = —T'Ro? + ¢} (o)

che sostituite nelle c.c. portano a

'R 0+61U5

k= 4+ ki (0) 4 [—I‘RGQ + (g)} “TI'Ro — (o) =0 (5.70)

361—0

che integrata secondo Cauchy

do

o—¢
5.71)

! 512 [krf + ko1 (o) — Le“’j [—rRaz + W} ~T'Ro — ¢1(U)J

il =0
211 dei — o

porta, come svolto in precedenza nel caso di inclusione ellittica, a

bor(0) = —5r; |65 - 7 [ PRe? 4 F0)] - T'Ro - )| -
vy

2mi o 3e; — ot

da cui

k:sol(C)—lyg [f“felzigpfl(g)] Ud“C - F’RC—1,§I§ [‘”6105 (FRO’2):| do_.
Y 8l

211 3el —

Sapendo che ¢1(¢) & olomorfa dentro il cerchio e quindi viene descritta con la
serie di potenze positive, 'arresto della serie avviene per n = 3 in quanto n
deve essere uguale alla potenza massima del conformal function (i.e. w({) =

R (% + 61C3>) essa puo essere descritta nel seguente modo

3
p1(¢) = a"¢" = a1{ + a2¢* + a3(? (5.74)
n=1

da cui si puo calcolare

o pl(0) = a10 + azo? + azo®
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° goll(d) = a, +2a20+3a302
o i) =ar + %2 + 5

Inoltre il primo dei due l'integrali dell’eq. (5.73) risolto con gli integrali di
Cauchy da come risultato

1 ote1d® 77 N| do _ 1 ote10® (— | 2az | 3az)\| do
21 |:3€1 04801( )} o—( ~ 2mi Sﬁy |:361—0’4 (al + o + o2 )} o—(

i {}7,:16154 } [—e1 + f1(Q)]
i & [gzelgz (2@)} = 2a3 [—e1 + f2(C)]
L 6 [52n (32)] L2 = 3@ 10+ £(Q)]

mentre il secondo dei due l'integrali dell’eq. (5.73) risolto con gli integrali
di Cauchy da come risultato

1&5 |:U+€10i (FRO'Q):| dia —TR [(—61) CS - f4(<)] ‘ (5.75)

27 3e; — o o—(

Si osservi che f1(¢) # f2(¢) # f3(¢) # f1(C) e quindi 'integrale risulta essere

1 o+eo® ([ 2 3az do o o
% |:361—o'4 <a1+0_+0_2>:| O'—C = a1 (_61)C+2a2 (_61)
(5.76)

k(a1¢ + aa¢® + as¢®) +ar (e1) ¢ +2a3 (e1) =TR(e1) (* +T'R¢  (5.77)

confrontando le pari potenze a destra e sinistra dell’ equazione sovradescritta
si ottiene il seguente sistema lineare

ka; +a; =T'R
ka3 = FRel

Si noti che a1 = a11 + a127 & una costante complessa. Si ricavano quindi le
costanti
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IR

® a1 = k+eq
e a9y =10
[ ] a,3 = 71-‘7;81

e si ottiene

IR I'R
PUO = e ¢ ¢ (5.79)

per cui

'R TR T'Re;
¢(C)_T+]€+61C+ 2

Seguendo lo stesso procedimento visto in precedenza, con la seconda c.c. si
ottiene

. (5.80)

C+3¢2¢ 1 R [(1+3¢})¢3] Rr (1+36f) ¢
1(¢) = k'R¢(+RI - 7 13,4
¥1(0) ot |:—1—|—3€1<4 k+e | =14 3e1¢4 k ¢+ —1 4 3ei¢?
(5.81)
ed infine
IR C+3¢2¢ 1 RI [(1+3e2)¢®] R (1+3ef)¢
= —+kI'R(+RI’ - T "1+ 30.04
9 ¢ FRTRCH [—1+361C4 k+er | =14 3e1¢? FCT —1+3e1¢?
(5.82)
Si ricorda che
O.OO+O.OO
F — xTx yy
/ _0£+U1§% . (5.83)
"= —5—" +iog,

e quindi si pud procedere con il calcolo del campo degli sforzi attraverso le
equazioni seguenti

02n = Re [ + 28 + 2L (¢(0(O) - ¢ (0" ()]
oy = Re |28 - 58 — 20 (01w () - P (OW"(Q)] (589

72y = Im [ 58 + 56k (2"(O(0) = @ (O"(0))]
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5.7.1.1 Confronto qualitativo tra risultato analitico e sperimen-
tale

Il risultato analitico ricavato si con il metodo dei potenziali complessi permet-
te il calcolo del campo degli sforzi dagli quali si possono ottenere le tensioni
principali massima e minima ed il deviatore.

e Tensione principale massima

Ozz +O 1
or= T Ly 5\/(gm — oyy)? + 402, (5.85)

e Tensione principale minima

Opg + 0O 1
o1 = T2 N0 — o) + 402, (5.86)

e Il deviatore

01— 011 = /(020 — 0yy)° + 402, (5.87)

Per quanto riguarda invece il risultato sperimentale é stato ottenuto con
la tecnica della fotoelasticita. Come si pud evincere dalla Figura 5.20 i due
risultati pressoché coincidono.

5.8 Inclusione romboidale

Si considera un piano infinito contenente 'inclusione rigida di forma qua-
dratica, il conformal function approssimato prendendo i primi due termini
del polinomio che trasforma il rombo in un disco di raggio unitario come
mostrato nella Figura 5.11 ¢

1
w(C) =R <C + e+ €2C3>
ove le costanti reali valgono e; = —% e ey = 55—4.
Graficamente si ottiene la seguente figura
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Figura 5.20: Confronto qualitativo tra il deviatore degli stress analitico e
sperimentale con v = 0.48

5.8.1 Inclusione rigida romboidale

Le condizioni al contorno (c.c.) sugli spostamenti al contorno prendono la
forma seguente:

k(o) = £8p1(0) — (o)

kp(0) — S p(0) — (o)
se si valuta il conformal function della Figura 5.15 sul contorno o = e del
cerchio di raggio unitario si ottiene

0
; (5.88)
0

g

w(o) =R (1 +e0+ 6203)
o

con
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Figura 5.21: Rombo approssimato ottenuto con primi 3 termini del polinomio

e wlo)=R(c+erd —1—62%)

S

e W(o)=R (—ﬁ + €1 + 3e20?)
e W(o)=R (—02 +er+ 362%)

da cui si calcolano seguenti grandezze

w(o) _ oteicd+eo®
W' (o) — —ol+tei102—-3ey’
wlo) _ _o*teo?+ter
w'(o) T —o+teio3+3e20°"

Inoltre dalle equazioni in forma generale dei potenziali complessi si trova

¥(¢) = IMw(C) +¢*(C)

ove ©*(¢) e ¥*(¢) sono funzioni olomorfe dentro al cerchio di raggio unitario

contenuto nel piano infinito e hanno la forma
SO*(C) = ZSLO:I angn’
Pr(Q) = 22 b

Sostituendo w(o) = R (% + 610’3) nelle equazioni in forma generale dei

potenziali complessi si ottiene

{ () = Tw(C) + ¢*(¢) (5.89)
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p(o)=TR [(% +e10+ 620'3)] + ¢*(0)
{ (o) =T"R[(L + e10 + e20®)] + ¢*(0) (5.90)

da cui, come svolto in precedenza

90(0) = % +T'R [ela' + 62(73] + 90*(0')
{ QMU):%—J—F’ 10 + €207 + ¢*(0) (5.91)
per ottenere
po)=E+opi(0)
{ ¥(o) = 5 +vi(o) (5.92)

si noti che ¢1(0) e 11(o) sono olomorfe dentro al cerchio di raggio unitario.
Inoltre si calcolano seguenti grandezze

¢'(0) = —TRo® + ¢ (0)

e sostituendo le ultime nelle condizioni al contorno si giunge a

I'R o+ €107 + ex0” S —
k= + k1 (0) — |-TRo? + ¢l()| ~ T"Ro - —0.
. + kp1(o) s . o+ ¢l (o) o—1(o)
(5.93)
Integrando quest’ultima secondo Cauchy
1 'R 3 5 —
— [k + k(o) - 2 ot [-TRo? + 2] +
211 o —o0* 4 ej0* — 3es
7 J (5.94)
— do
~T'Ro = 1(0)| - 7 =0

una volta ricordati i teoremi di Cauchy precedentemente enunciati si ha

1 T 3 5 .
kol(¢) = — yg[k R o+eo’ +eo —PR02+SO/1(U) I
2mi J,LU o —ot 4+ e10?2 — 3es (5.95)
——1 do .
~T'Ro = 1(0)| == ;

81



da cui segue

1 o+ e+ ey —1 do 1 §£ o+ e1o3 + ey0”
k B — / =T'R¢(—— I'Ro?
#1(C) 2mi §é [—04 +e102 — 3es #1() oc—C ¢ 2mi J, [ —ot + e10? — 3ey ( g )

(5.96)
Dato che ¢1(() & olomorfa dentro il cerchio, essa viene descritta con la serie
di potenze positive, e I'arresto della serie avviene per n = 3 in quanto n
deve essere uguale alla potenza massima del conformal function (i.e. w({) =

R (% + 61C3>):

3
p1(¢) =Y a"¢" = a1 + az(® + ag¢® (5.97)
n=1

da cui si puo calcolare

e v1(0) = a0 + azo? + azo?
e ¢\ (0) =a1+2a30 + 3a302
o filo)=m+ 22+ %3

Infine il primo dei due l'integrali dell’eq. (5.96) risolti mediante 'uso degli
integrali di Cauchy danno come risultato

1 o+eio3+exs® T do  __
27 ﬁy |:—O'4+€10'2—362(p 1(0—)} o—C

A ORI
2 6, [ ()| 2 = all-e2¢ + A(C)]

o b, [ ()] % =202 o2+ 10)
B 6, [ S ()] 2 = 53310+ 5(0)]

mentre il secondo dei due U'integrali dall’eq. (5.96) porta a

3 5 d
21m§1§ [_G; ilzl(;g 52;2 (FR02)] U—jc =TR[—e1(1+e2)¢ —e2(® + fa(Q)] -

Y
(5.98)
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Si nota che f1(¢) # f2(¢) # f3(¢) # fa(¢) non sono confrontabili come

potenze, quindi l'integrale risulta essere pari a

1 o+eodte0® [ 2a3 3az do B
— 242 | 943 _ ——
2ﬂi§é[_g4+6102_362 a + p + o2 - ai (—eyp) (+2az (—ey)

(5.99)

e di conseguenza

k (a1¢ + a2C® + a3C®)+ar (e2) (+2a3 (e2) = 'R (e2) ¢+ [I["R + T'Req (1 + €2)] C.
(5.100)

Se si confrontano le pari potenze a destra e sinistra dell’equazione precedente

si ottiene un sistema lineare

ka1 + e2a; = R[I" +Tei(1 + e2)]
kas =0 (5.101)
kag = I'Res
con a; = a11 + a2t costante complessa. Si ricavano percio le costanti

— R[F/+F€1 (1—0—82)}

® a1 k+eo

e ay =0
[ ) a3 = 7117;62

le quali permettono di scrivere

R [F/ + Fel(l + 62)] T'Rey

3
= 5.102
¢1(¢) T e C+——¢ ( )
ed infine giungere a
I'R R [F/ + Fel(l + 62)] FR@Q 3
=__ ) 5.103
©(C) ¢ s C+——¢ (5.103)

Seguendo lo stesso procedimento visto in precedenza, con la seconda condi-
zione al contorno si ha

$1(¢) = KPR — B¢ 4 pr |sreithedattinae BadC ]y (5.100)

71+6142+362§4
_@C __ R[I"4Tei(1+e2)] €1§+81€2C+C3+3e%<3
k k+ea —1+e1?+3e2lt
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e di conseguenza

, 2 2 3 3130 02¢3
$(C) = TR 4 kTRC - B¢+ Rr [Seisrdcinac8adC] L (5.105)

_BL R[[+Te1(1+es)] [erl+ereal+¢3+3e3¢3
k kteo —1+e1¢2+3ex(?

Si ricorda che

[ _ oSt
- 4
P 3 5.106
{ I’ = amz+ayy + Z'ng ( )

cosi da calcolare il campo degli sforzi attraverso le equazioni seguenti

Oa = Re [ 259 + 58 + 20 (7(0)w/() - ¢/ (" ())]
oy = Re |28 — B — 20 (0"(Ow'(Q) - ¢(OW"(C)]  (5.107)

5.8.1.1 Confronto qualitativo tra risultato analitico e sperimen-
tale

Il risultato analitico ricavatosi con il metodo dei potenziali complessi permet-
te il calcolo del campo degli sforzi dai quali si possono ottenere le tensioni
principali massima e minima ed il deviatore.

e Tensione principale massima

Opx +0yy 1

2
o = #4—5\/(03%—0'?#/) +40'%y (5108)

e Tensione principale minima

Ogg + 0O 1
oy = 2T 5\/(am — ) + 402, (5.109)

e Il deviatore
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Figura 5.22: Confronto tra la differenza delle tensioni principali analitico e
sperimentale con v=0.48 in stato piano di deformazione

or — o = \/(am — ayy)2 + 4(f§y (5.110)

Per quanto riguarda invece il risultato sperimentale é stato ottenuto con
la tecnica della fotoelasticita. Come si pud evincere dalla Figura 1.1 che i
due risultati pressoché coincidono.
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Capitolo 6

Conclusioni

L’approccio analitico che & stato implementato si basa sul metodo dei poten-
ziali complessi per elasticita piana nel caso di materiali elastici definiti da un
legame costitutivo locale. Sono stati trovati i fattori di concentrazione degli
sforzi nei punti notevoli nel caso di geometrie semplici (i.e. inclusione cir-
colare rigida e vuota) e geometrie complesse, in particolare inclusione rigida
ellittica, quadratica e romboidale.

E’ stato dimostrato che nel caso dell’inclusione circolare vuota (foro) in
un piano infinito e caricato all’infinito, il fattore di concentrazione degli sforzi
vale 3 localizzato in 6 — § e r — a ove a ¢ il raggio del cerchio e vale —1
in @ — 0 e r — a. D’altra parte, nel caso dell’inclusione circolare rigida, il
fattore di concentrazione degli sforzi vale —0.067 e 1.467 nei punti notevoli
indicati precedentemente. Di conseguenza si pud dimostrare che la crisi del
materiale avviene in 6§ — 5 e r — a nel caso di inclusione circolare vuota
ein 8 — 0 e r — a per il caso dell'inclusione rigida come mostrato nella
Figura 6.1. Inoltre si nota che nel caso dell’inclusione rigida addirittura il
materiale si scarica nel punto notevole ¢ — 5 e r — a.

Inoltre ¢ stato fatto un confronto qualitativo fra i risultati analitici ot-
tenuti mediante i potenziali complessi e tecnica del conformal mapping e
i risultati sperimentali ottenuti con la fotoelasticitd per l'inclusione rigida
circolare, quadratica e romboidale. Per quanto riguarda invece I'inclusione
rigida ellittica e stato fatto un confronto con la soluzione numerica ottenuta
con il programma ad elementi finiti Comsol Multiphysics 4.2a, per la man-
canza del risultato sperimentale. Si ¢ visto che il deviatore degli stress in
entrambi i risultati viene pressoché uguale, nonostante il risultato analitico
contenga delle approssimazioni all’interno del procedimento analitico.
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Figura 6.1: Tensioni principali nei punti notevoli nel caso di inclusione
circolare rigida e vuota

88



Bibliografia

1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

9]

[10]

M. H. Sadd (2005), ELASTICITY -THEORY, APPLICATIONS AND
NUMERICS, Elsevier, Oxford.

G. N. Savin (1961), STRESS CONCENTRATION AROUND HOLES,

Pergamon Press, London.

N. I. Muskhelishvili (1963), SOME BASIC PROBLEMS OF MA-
THEMATICAL THEORY OF ELASTICIY, P. Noordhoff Ltd,

Groningen.

A. Piva, E. Viola (1993), SULLA FORMULAZIONE DELLE EQUA-
ZIONI DELL’ELASTICITA’ PIANA MEDIANTE I POTENZIALI
COMPLESSI, Istituto di scienza delle costruzioni, Bologna.

A. Piva, E. Viola, H. Walid (1995), INTEGRALI DI TIPO CAUCHY E
TRASFORMAZIONI CONFORMI, Istituto di scienza delle costruzioni,
Bologna.

A. Piva, E. Viola, H. Walid (1997), METODI ANALTICI PER LA
SOLUZIONE DI PROBLEMI AL CONTORNO IN ELASTICITA’
PIANA Istituto di scienza delle costruzioni, Bologna.

E. Viola, H. Walid (1981), IL. METODO DEI POTENZIALI COM-
PLESSI NEI PROBLEMI DI ELASTICITA’ PIANA, Istituto di scienza
delle costruzioni, Pisa.

I. S. Sokolnikoff (1956), MATHEMATICAL THEORY OF ELASTICI-
TY, McGraw-Hill, New York.

A. 1. Markusevic(1988), ELEMENTI DI TEORIA DELLE FUNZIONI
ANALITICHE, Edizioni Mir Editori Riuniti, Roma.

A. P. Boresi, K. P. Chong(2000), ELASTICITY IN ENGINEERING
MECHANICHS, John Wiley & Sons, Inc., Canada.

89



[11] A. H. England(1971), COMPLEX VARIABLE METHODS IN
ELASTICITY, John Wiley & Sons, Inc., London.

[12] G. V. Kolosov(1909), ON THE APPLICATION OF COMPLEX
FUNCTION THEORY TO A PLANE PROBLEM OF THE
MATHEMATICAL THEORY OF ELASTICITY, Dorpat(Yuriev)
University.

[13] C. S. Chang, H. D. Conway, A PARAMETRIC STUDY OF THE
COMPLEX VARIABLE METHOD FOR ANALYZING THE STRES-
SES IN AN INFINITE PLATE CONTAING A RIGID RECTANGU-
LAR INCLUSION(1968), International Journal of Solids Structures, 4:
1057-1066.

[14] R. Schinzinger, P. A. A. Laura(1991), CONFORMAL MAPPING:
METHODS AND APPLICATIONS, Elsevier, Amsterdam.

[15] J. R. Barber(1992), ELASTICITY, kluwer Academic publishers,
Dordrecht.

90



